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Prologo

Este libro estd destinado, ante todo, para servir como texto
en cursos de teoria axiomdtica de conjuntos. Se ha desarrolla-
do en detalle el sistema de Zermelo-Fraenkel. La preparacion
matemdtica que se necesita es minima; en particular, no se re-
quiere conocimiento previo de teoria de conjuntos o de légica
matemdtica. Por otra parte, los estudiantes necesitardn cierio
grado de cultura maremdtica general, especialmente para domi-
nar los dos ultimos capitulos. Aun cuando en todo el libro se
usa un poco de notacion légica, las demostraciones estdn escri-
tas en estilo informal y se ha tratado de evitar el exceso de sim-
bolismo. Se ha hecho un glosario de los simbolos de uso mds
Srecuente. .

Los ocho capitulos estdn organizados asi: En el capitulo |
se hace una breve introduccién. El capitulo 2 trata de desarro-
llos generales y el capitulo 3, de relaciones y funciones. No hay
teoremas dificiles en estos tres capitulos y pueden estudiarse
muy rdpidamente en un curso avanzado. El principal énfasis pe-
dagégico se ha hecho sobre el papel exacto que desemperian los
axiomas introducidos en el capitulo 2, los cuales aparecen re-
suntidos al final del capitulo.

En el capitulo 4 se consideran los temas cldsicos de equipo-
tencia de conjuntos, conjunios finitos y nimeros cardinales. El
teorema de Schroder-Bernstein se demuestra desde el principio
del capitulo. El desarrollo de la teoria de conjuntos finitos si-
gue al pie de la letra el conocido articulo de Alfred Tarski, pu-
blicado en 1924. La teoria de los niimeros cardinales se ha sim-
plificado mediante la introduccidn de un axioma especial segiin
el cual los nimeros cardinales de dos conjuntos equipotentes
son idénticos. Este axioma no es parte del sistema usual de
Zermelo-Fraenkel y por ello toda definicién o teorema que de-
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penda de él se ha marcado con el simbolo ' § ' pero permite un
desarrollo tan simple y natural, que sy introduccién me ha pa-
recido plenamente justificada. El capitulo 5 abarca parte del
mismo contenido desde otro punio de vista. Los nitmeros natura-
les se definen como los ordinales de von Neumann y se desarro-
lla la teoria de definiciones por recurrencia. Se introduce el
axioma de infinitud y la seccion final trata de los hechos bdsi-
cos acerca de conjunios enumerables.

En el capitulo 6 se da en detalle la construccion usual de los
racionales y de los reales. Se usan las sucesiones de Cauchy de
nuimeros racionales, en lugar de las cortaduras de Dedekind, pa-
ra definir los mimeros reales. La mayor parte de los hechos ele-
mentales acerca de conjunios con la potencia del continuo se
ha demosirado en la seccion final. Puesto que para muchos cur-
sos de teoria de conjuntos puede no ser factible incluir la cons-
truccion de los ntimeros reales en el tiempo asignado, o por-
gque dicho tema puede estar incluido en otros cursos, el libro se
ha escrito de tal manera que este capitulo puede omitirse sin
pérdida de continuidad.

El capitulo 7 trata de induccién iransfinita y aritmética or-
dinal. El tratamiento de la induccién transfinita y la definicién
por recurrencia transfinita es uno de los mds detallados que se
hayan publicado hasta ahora. Se han dado muchas formulacio-
nes sinénimas, en la esperanza de que la consideracion sucesiva
de ellas clarificard al esiudiante el cardcter esencial del proce-
so transfinito. Se introduce el sistema axiomdtico de sustitucién
para establecer un esquema de recurrencia apropiado para defi-
nir la adicion ordinal. Los hechos mds familiares acerca de los
alefs vy conjuntos bien ordenados se han demostrado en la parte
Sfinal del capitulo.

El capitulo 8 trata sohre todo del axioma de escogencia y
sus equivalentes como el principio maximal de Hausdorff y el
lema de Zorn. Varios hechos imporiantes cuyas demostraciones
requieren el axioma de escogencia, también se han aplazado pa-
ra empezar a estudiarlos en este capitulo. Un ejemplo tipico
es la identidad entre el infinito ordinario y el de Dedek ind.

Aun cuando la bibliografia consignada al final del libro es
pequetia, si se compara con la que da Fraenkel en su Abstract
Set Theory (“Teoria abstracta de conjunios”), he tratado de
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incluir muchas de las mds importantes monografias sobre cada
tema. Puesto que la teoria de conjuntos, aun quizds la axioma-
tica, estd convirtiéndose finalmente en parte del patrimonio
intelectual de todo joven matemdtico, es de algin interés his-
torico anotar que la mayor parte de los documentos a que se ha-
ce referencia en el texto se publicaron antes de 1930.

Espero que este libro sea util para varios tipos de cursos. En
un curso semestral de teoria de conjuntos para estudiantes de
cuarto ano de universidad o primero de post-grado se puede ver
todo el libro, con excepciéon quizds del capitulo 6. Los cursos de
filosofia sobre los fundamerntos de la matemadtica podrian abar-
car con provecho los cuatro primeros capitulos, que terminan
con la construccion de los numeros naturales como cardinales
finitos. El material de los primeros seis capitulos, que terminan
con la construccion de los numeros reales, es adecuado para un
curso universitario de fundamentos de andlisis, o como lectura
adicional para el curso de teoria de funciones de variable real.

PaTrRICK SUPPES
Stanford, California
Enero, 1960
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Capitulo 1

Introduccion

§ 1.1 Lateoria de cenjuntes y los funda-
mentos de la matemética. Entre las muchas ra-
mas de la mateméatica moderna, la teoria de
conjuntos ocupa un puesto tnico: con muy
raras excepeiones, las entidades que se estu-
dian y analizan en matemadtica pueden con-
siderarse como ciertos conjuntos o clases
particulares de objetos.* Esto significa que
las varias ramas de la matemética pueden
definirse formalmente dentro de la teoria de
conjuntos. Como consecuencia, muchas pre-
guntas fundamentales acerca de la naturale-
za de la matematica pueden reducirse a pre-
guntas acerca de la teoria de conjuntos.

El matematico practico, lo mismo que el
hombre de la calle, raras veces se encuentra
con la pregunta insoélita: ;Qué es un nimero?
Pero el intento de responder precisamente a
esta pregunta ha motivado gran parte del
trabajo de matematicos y filésofos de la fun-
damentacion matematica durante los Gltimos
cien afios. La caracterizacion de los niimeros
enteros, de los racionales y de los reales, ha
sido un problema central para las investiga-
ciones clasicas de Weierstrass, Dedekind,
Kronecker, Frege, Peano, Russell, White-
head, Brouwer y otros. Las perplejidades
acerca de la naturaleza del nimero no se ori-
ginaron en el siglo diecinueve. Una de las

* Intuitivamente queremos significar con conjunto o
ciuse una coleccion de entidades de cualquier tipo. Asi,
podemos hablar del conjunto de todos los irlandeses, o
d¢l conjunto de todos los nimeros primos. En la mate-
matica ordinaria las palabras ‘conjunto’, ‘clase’, ‘colec-
cion’, ‘apregado’, son sinénimos y asi las usamos aqui,

mas espléndidas contribuciones de los anti-
guos matemaiticos griegos fue la teoria de la
proporcion de Eudoxio, expuesta en el libro
V de los Elementos de Euclides; el principal
objetivo de Eudoxio fue dar un tratamiento
riguroso a las cantidades irracionales como
la media geométrica entre 1 y 2. Puede de-
cirse realmente que el desarrollo detallado a
partir de los axiomas genetales de la teoria
de conjuntos,de la teorfa de nimeros y del
analisis, tiene gran parte del espiritu de Eu-
doxio. Sin embargo, el desarrollo real de la
teoria de conjuntos no proviene directamente
de un intento de resolVer este problema cen-
tral de la naturaleza del niimero, sino de las
investigaciones de Georg Cantor, alrededor
de 1870, en la teoria de series infinitas ¥y
otros temas de andlisis relacionados con
ella.* Cantor, a quien se considera usual-
mente el fundador de la teoria de conjuntos
como disciplina matematica, fue llevado por
su trabajo a la consideracion de conjuntos
infinitos o clases de caracter arbitrario. En
1874 publicé su famosa demostracion de que
el conjunto de los nimeros reales no puede
ponerse en correspondencia biunivoca con el
conjunto de los numeros naturales (los en-
teros no negativos). En 1878 introdujo la no-
cién fundamental de que dos conjuntos son

Il

excepto en algunos pocos pasajes explicitamente deno-
tados.

* Para una visién histérica detallada del trabajo de
Cantor, véase Introduction te Cantor, de Jourdain [1915].
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equipotentes o de la misma potencia (Mdch-
tigkeit) si cada uno puede ponerse en corres-
pondencia biunivoca con el otro. Es claro
que dos conjuntos finites tienen la misma
potencia, precisamente cuando tienen el mis-
mo numero de elementos. Asi, la nocién de
potencia lleva, en el caso de los conjuntos
infinitos,a una generalizacién del concepto
de numero natural, al de numero cardinal
infinito. El desarrollo de la teoria general de
numeros transfinitos fue uno de los grandes
triunfos de las investigaciones matematicas
de Cantor.

La consideracion técnica de los muchos
conceptos basicos de teorfa de conjuntos
introducides por Cantor, se hara oportuna-
mente. Desde el punto de vista de los funda-
mentos de la matematica, ¢l aspecto filo-
so6ficamente revolucionario de la obra de
Cantor fue su audaz insistencia en el infinito
real, esto es, en la existencia de conjuntos
infinitos como objetos matematicos a la par
de los nameros y de los conjuntos finitos.
Historicamente el concepto de infinito ha
desempefiado un papel tan importante como
¢l concepto de niimero en la literatura de los
fundamentos de la matematica. Casi no hay
filésofo serio de la matematica, desde Aris-
tételes , que no haya luchado mucho con
este dificil concepto.

Naturalmente se espera encontrar en un
libro de teoria de conjuntos un analisis
riguroso de los conceptos de namero y de in-
finito; pero otros temas, algunos controver-
tidos e importantes en investigacion de fun-
damentos, son también parte tradicional de
esta materia y, por consiguiente, se tratan en
los capitulos que siguen. Son tipicos ¢l alge-
bra de conjuntos, 1a teoria general de rela-
ciones, las relaciones de orden en particular,
las funciones, conjunios finitos, nimeros
cardinales, conjuntos infinitos, aritmética or-
dinal, induccion transfinita, definicion por
recurrencia iransfinita, axioma de escogen-
ca, lema de Zorn. En este momento no se
espera que ¢l lector sepa lo que significan

cap. |

estas frases, pero la lista puede darle idea
del contenido detallado de este libro.

La teoria de conjuntos se desarrolla axio-
maticamente en vez de intuitivamente. Mu-
chas consideraciones nos han movido a esco-
ger el enfoque axiomatico. Una es la opinion
del autor de que el desarrollo axiomético de
la teorfa de conjuntos es una de las realiza-
ciones mas grandiosas de la matemdtica
moderna. A los conceptos que fueron vagos
v desagradablemente inexactos durante mu-
chos afios y aun siglos, puede darseles un
significado preciso. Los axiomas adecuados
para la teoria de conjunios proporcionan
una respuesta clara y constructiva a la pre-
gunta: ;Exactamente cudles suposiciones,
fuera de las de logica elemental, se requieren
como base de la matematica moderna? La
consideracién mas importante, sin embargo,
es el descubrimiento hecho alrededor de
1900, de varias paradojas en la teoria de con-
juntos simplemente intuitiva, que admite la
existencia de conjuntos de objetos que tie-
nen una propiedad definida cualquiera. Se
requiere un enfoque axiomatico particular y
restringido para evitar estas paradojas, que
se discuten en las secciones 1.3 y 1.4.

§ 1.2 Légica y notacién. Usaremos mu-
chos simbolos de logica para efectos de
precision y brevedad, especialmente en los
capitulos iniciales, pero las demostraciones
estan escritas mas que todo en un estilo in-
formal. La teoria se presenta como una teo-
ria axiomatica del tipo familiar en geometria
y otras partes de la matematica, y no como
un sistema logico formal para el cual se den
reglas exactas de sintaxis y de semdntica. La
claridad de las demostraciones es suficiente
para que cualquier lector, familiarizado con
la logica matematica, pueda dar demostra-
ciones formalizadas en cualquier sistema con-
vencional de logica. Sin embargo, 1o se re-
quiere familiaridad con la logica matematica
para entender ninguna parte de este libro.

En este punto introducimos los pocos sim-
bolos 16gicos que vamos a usar. Primero con-
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sideramos cinco simbolos para las cinco co-
nectivas proposicionales mis comunes. La
negacioén de una férmula P se escribe como
-P. La conjuncion de dos formulas Py Q
se escribe como P & Q. La disyuncion de P
y Q comoP v Q. La implicacién, con P co-
mo antecedente y Q como consecuente, como
P— Q. La equivalencia, P si y sélo siQ,
como P.— Q. El cuantificador universal Pa-

* ra todo v como (Vv) y el cuantificador exis-
tencial Para algun v como (dv). También
usaremos el simbolo (Elv) para Existe exac-
tamente un v tal que. Esta notacion puede
resumirse en la siguiente tabla.

NOTACION LOGICA

-pP No es el caso de que P
P&Q PvQ

Pv Q P oQ

P—-Q Si P entoncesQ

P—Q P siysblosi Q
(Vv)P Para todo v, P

(AP Para algin v, P

(EV)P Existe exactamente un v

tal que P

Asi, la proposicion:

Para todo x existe un y tal que x <y
se simboliza:

(1 (V) A}z < y)-
La proposicién: .

Para todo e existe un § tal que para todo y

si |x—p|<(8,entonces |fix) — fiv)] <e
se simboliza:

2 (vo@)(vy(z—yl <8

(z) = Fw)] <e).

La proposicion:

Para todo x existe exactamente un y tal
quex +y =10
se simboliza:

(W2)(Ely)(z + y = 0).

Un simbolo légico puede corresponder a va-
rias expresiones del lenguaje ordinario. Asi,
(Vv)P se puede leer Para todo v, P o tam-
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bién Para cada v, P. Las proposiciones (1) y
(2) ilustran el uso de paréntesis para efectos
de puntuacion. No parece necesaria una ex-
plicacion formal. Sin embargo, una conven-
cién concerniente al predominio relativo de
las conectivas proposicionales &, \/, — y «»
reduciri considerablemente el nimero de pa-
réntesis. La convencién es que <> y — pre-
dominan sobre & y \/. Asi, la formula:
z<y&y<a—z <z
s¢ puede escribir sin paréntesis:

(3) s<y&y<zoz<a

En forma analoga,
z+y#0e=(z=0Vy=0)
se puede escribir:
T+y#0ez=0Vy =0
Los principios de 1dgica que se necesitan en
lo que sigue y con los cuales puedan no es-
tar familiarizados algunos lectores, se expli-
caran intuitivamente cuando sean usados.
Un principic acerca del cual hay algan des-
acuerde entre los mateméticos, es que la
doble barra ‘=" se toma como signo de iden-
tidad. La formula "x = 3’ se puede leer'x es
el mismo p°, “x es idéntico con y° o ‘x es
igual a y”. Esta Gltima lectura se permite aqui
solamente si se entiende que la igualdad sig-
nifica identidad (que es lo que significa en
casi todos los contextos matematicos ordina-
rios). La situacién exacta de la relacion de
identidad en la teoria de conjuntos se dis-
cute en § 2.2.

Unas pocas notas sobre los cuantificado-
res pueden ser utiles también. El alcance de
un cuantificador es el cuantificador mismo
junto con la formula mas pequeia que lo si-
gue inmediatamente. Lo que es la férmula
mas pequeiia s¢ indica siempre por medio
de paréntesis. Asi en la férmula

(4) T <y)vy=0
el alcance del cuantificador ‘(3z)’ es la for-

mula ‘(3z)(z < y)’. Siguiendo una practica
casl universal en matematica, omitiremos en
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la formulacién de axiomas y teoremas cual-
quier cuantificador universal cuyo alcance
sea la formula total. Por ejemplo, en lugar de
(1) escribiriamos: (Jy)(z <y).

En unos pocos lugares necesitaremos las
nociones de variables ligadas y libres. Una
apariciéon de una variable en una férmula es
ligada si y solo si esta aparicion est4 dentro
del alcance de un cuantificador que use esta
variable. Una aparicion de una variable en
una férmula es libre si no es ligada. Final-
mente, una variable es una variable ligada
en una formula si y sélo si por lo menos una
aparicion es ligada; es una variable libre en
una férmula si y solamente si por lo menos
una aparicion es libre. En la formula (1) de
esta seccion, todas las variables son ligadas,
en (3) todas las variables son libres; en (4)
‘x” es ligada y p” es libre. En virtud de la
convencion establecida en el parrafo prece-
dente, en relacion con la omision de los
cuantificadores universales en axiomas y teo-
remas, todas las variables que aparezcan en
axiomas y teoremas son ligadas.

§ 1.3 Esquema axiomatico de abstraccidén y
paradoja de Russell. En su desarrollo inicial
de la teoria de conjuntos, Cantor no trabajé
explicitamente a partir de axiomas. Sin em-
bargo, ¢l analisis de sus demostraciones in-
dica que casi todos los teoremas por ¢l de-
mostrados, pueden derivarse de tres axiomas:
(i) El axioma de extensionalidad para con-
juntos, €l cual afirma que dos conjuntos son
idénticos si tienen los mismos elementos;
(ii) el axioma de abstraccion, el cual afirma
que,dada una propiedad, existe un conjunto
cuyos elementos son precisamente aquellas
entidades que tienen tal propiedad; (iii) el
axioma de escogencia, el cual no se formula
en este momentio y no es pertinente para
nuestra discusion de las paradojas.

El origen de la confusién es ¢l axioma de
abstraccion. La primera formulacion explici-
ta de ¢l parece ser el axioma V de Frege
[1893]. En 1901 Bertrand Russell descubrio
que de este axioma podia desprenderse una
contradiccion, considerando el conjunto de

cap, 1

todas las cosas que tienen la propiedad de
no ser elementos de si mismas.* Puesto que
esta paradoja fue historicamente importante
para motivar el desarrollo de nuevos axio-
mas restringidos para la teoria de conjuntos,
se hara su deduccidn aqui. Para la formula-
ciébn simbolica necesitamos introducir el
predicado binario ‘€’ de pertenencia a un
conjunto. La formula ‘zcy’ se lee ‘x es un
elemento de y°, ‘x pertenece a y' 0, a veces,
‘x esta en p°. Asi, si 4 es el conjunto de los
primeros cinco enteros positivos impares, la
proposicién ‘7€ A’ es verdadera y ‘6A’ es
falsa.

Usando ‘€’ y la notacién logica introdu-
cida en la seccidn que precede, podemos dar
una formulacion precisa del axioma de abs-
traccion:

(1) (AN (Vo)z € y & pl2)),
donde se entiende que ¢fx) es una formula
en la cual la variable %’ no es libre. Para ob-
tener la paradoja de Russell, queremos que
g(x) afirme que x no es elemento de si mis-
mo. La férmula apropiada es, claramente,

~(z € x).

* Frege expresd su propia reaccion a la paradoja de
Russell en un famoso apéndice al segundo volumen de su
Grundgeserze der Arithmetik, publicado en 1903. La tra-
duccién de los renglones dados aqui es de Geach y Black
[1952, p. 234). “Dificilmente puede sobrevenirle 2 un es-
critor cientifico algo mas infortunado que ver vacilar uno
de los fundamentos de su edificio, después de que su tra-
bajo est4 terminado”.

“Esta es la posicion en que me ha colocado una carta
de Mr. Bertrand Russell, precisamente cuando estaba
para terminarse la impresidén de este volumen. Me refiero
a mi axioma V. Nunca me ha pasado inadvertido que le
falta la auto-evidencia de los otros axiomas vy la cual de-
be justamente exigirse de una ley logica... De buena gana
yo habria prescindido de este fundamento si hubiese sa-
bido de un sustituto. Aun ahora no veo como puede esta-
blecerse cientificamente la aritmética: cémo pueden los
nimeros considerarse como objetos logicos y someterse a
revision, a menos que se nos permita —asi sea condicio-
nalmente— pasar de un concepto a su extensién. jPuedo
yo siempre hablar de la extension de un concepto, hablar
de una clase? Y si no ;como se reconocen los casos ex-
cepcionales? . . . Estas son las preguntas sugeridas por la
comunicacién de Mr. Russell”, Para una discusidn re-
ciente del apéndice de Frege, véase Quine [1955].
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Entonces tenemos como un ejemplo del axio-
ma de abstraccion:

2 AYVacyo-zca).
Tomando x = y en (2), inferimos.

3 yey o —~yey),
que es légicamente equivalente a la contra-
diccién:

4 vey&=(ycy).

Esta simple deduccién tiene consecuencias
de largo alcance para la fundamentacién
axiomadtica de la teoria de conjuntos. Ella
muestra sencillamente que al admitir (1) co-
mo un axioma hemos permitido demasiado.
Si adherimos a la légica ordinaria,no pode-
mos sostener,de una manera consecuente,
que para cada propiedad exista un conjunto
correspondiente de cosas que tengan esa pro-
piedad.

Considerando como construir de nuevo
los fundamentos de la teoria de conjuntos,
quizas la primera cosa para destacar es que
el axioma de abstraccién es realmente un
paquete de infinitos axiomas, mas bien que
un solo axioma: cuando reemplazamos la
expresion ‘gfx)’ en (1) por cualquier formula
en la cual %" no sea una variable libre, te-
nemos un nuevo axioma. Un axioma que
permite esta clase de sustitucion de formu-
las se llama usualmente un esquema axiomd-
tico. La razdén para usar la palabra ‘esque-
ma’ es obvia, Como aparece (1) no es una
asercidén definida sino un esquema para ha-
cer muchas aserciones. A partir del esquema
obtenemos una asercion definida sustituyen-
do ‘pfx)’ por una féormula definida.

El esquema axiomdtico que usaremos se
debe a Ernst Zermelo [1908] y se llama usual-
mente ¢l esquema axiomdtico de separacion
(Aussonderung Axiom) porque nos permite
separar los elementos de un conjunto dado
que satisfacen alguna propiedad y.forman el
conjunto que consta precisamente de esos
elementos. Asi, si sabemos que el conjunto
de los animales existe, podemos usar el es-
quema axiomatico de separacién para afir-
mar la existencia del conjunto de los animales
que tienen la propiedad de ser hombres. Esto
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es, la propiedad de ser humanos nos permite
separar a los hombres de los otros animales.
La forma precisa del axioma correspondien-
te a (1) es:

5y G(Vallz€yrzcz&eola)l
El cambio de (1) a (5) es sutil pero fuerte.
(1) afirmaba la existencia de conjuntos in-
condicionalmente. (5), por su parte, es com-
pletamente condicional; primero tenemos
que haber dado el conjunto z y luego pode-
mos afirmar la-existencia del subconjunto y.
. Debe ser claro que no podemos pasar de
(5) a una contradiccion como (4). Usando
de nuevo la féormula ‘~(z € 2)’ como un
ejemplo de (5) tenemos:

(6) A)Valzcy—z€z& -(zc 2)],

y de nuevo tomando x = y, inferimos:

(M veyeoyez&-(ycy),
lo cual no es contradictorio. Para hacer un
poco més claro el significado de (7), sea z el
conjunto A cuyos unicos dos elementos son
el conjunto que consiste en el nmero 1y ¢l
conjunto consistente del niimero 2, esto es,

) A= ({1}, 12}).

(En (8) hemos introducido informalmente
una notaciéon familiar para describir conjun-
tos: describimos un conjunto escribiendo
nombres o descripciones de sus elementos,
separados por comas y encerrando el total
entre Ilaves. En el capitulo siguiente se de-
fine formalmente esta notacion). Conside-
rando ahora el conjunto 4 y la formula de
Russell ‘~(z € z)’, tenemos, por el esquema
axiomdatico de separacion:

©®) @Aycye—ycA&-(yeyl
La verdad de (9) se ve, escogiendo al mismo
A como un y apropiado, puesto que 4 no es
un elemento de si mismo. Asi, el miembro
de la izquierda es falso y el de la derecha
tambiénloes,yaque ‘A€ A& ~(4 c A) es
contradictorio.

Tanto el esquema axiomatico de abs-
traccién como el esquema axiomatico de
separacion se han formulado como si fuera
perfectamente claro por cuéles formulas exac-
tamente se puede sustituir ‘p(x). En el ca-
pitulo siguiente se considera una definicién
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sintictica rigurosa o férmula. Lo que ha sido
importante historicamente es que por medio
de una definicidn rigurosa de las férmulas
de una teoria (aqui, la teoria de conjuntos)
es como se puede hacer precisa la aplicacién
de un esquema axiomatico como el de sepa-
racidén. Zermelo [1908] formulé originalmen-
te el esquema axiomdatico de separacion en
términos de preguntas o afirmaciones que
tienen la propiedad de ser definidas. En tér-
minos generales, sostuvo que un enunciado
es definido si puede decidirse de manera no
arbitraria, cuando un objsto satisface o no
a tal enunciado.* Su formulacion del esque-
ma axiomatico es entonces (parafraseando
ligeramente): Si un enunciado @(x) esta de-
finido para todos los elementos de un con-
junto M, entonces existe siempre un subcon-
junto Mg de M, el cual contiene exactamente
aquellos elementos x de M para los cuales
¢fx) es verdadero.

La primera clarificacién real de esta no-
cién de definitud la dio Skolem [1922] quien
caracteriza los enunciados definidos como
aquellos que satisfacen precisamente su defi-
nicién rigurosa de formula. Para una discu-
sién un poco méas extensa véase Zermelo
[1929], y Skolem [1930].*

No es factible entrar en los detalles de
estos documentos de Zermelo y Skolem, pero
algunos lectores no interesados en la clari-
dad por si misma, pueden extrafiarse de por
qué Zermelo estaba tan interesado ante todo
en restringir el esquema axiomatico de sepa-
racion a enunciados definidos. La respuesta
a ¢ste interrogante se da mds facilmente en
el contexto de la discusién de paradojas ulte-
riores que aparecen en los fundamentos de
la matematica.

* La decision no tiene que ser por algun procedimiento
efectivo o finito. Para un estudic més a fondo de este
punto véase Zermelo [1929].

* Bl estudio de Zermelo [1929] trata también de pre-
cisar la nocidn de definitud; fue escrito sin conocer el
documento de Skolem [1922] y no proporciona una for-
mulacién tan satisfactoria como el de Skolem. En un tra-
bajo de 1930, Skolem hizo algunas criticas notables al
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Antes de pasar a esas paradojas en la sec-
cion siguiente, puede hacerse una observa-
cién historica acerca de los axiomas que se
van a considerar en lo qué sigue. Esencial-
mente, corresponden muy de cerca a los de
Zermelo [1908].Sin embargo, cuando llegue-
mos a la teorfa de induccion transfinitay
aritmética ordinal, necesitaremos agregar un
esquema axiomatico mas sélido que el de
separacion, a saber, el que usualmente se
ltama esquema axiomdtico de sustitucion, de-
bido a Fraenkel [1922a].% Por estas razones,
el sistema de teoria axiomatica descrito en
este libro se sucle llamar teoria de conjuntos
de Zermelo-Fraenkel en la literatura sobre
la materia, aunque pareceria mas apropiado
historicamente, llamarla de Zermelo-Fraen-
kel-Skolem.

§ 1.4 Mas paradojas. Por su simplicidad
la paradoja de Russell se ha introducido pa-
ra mostrar por qué es inconsistente-la axio-
matizacion directa y obvia de la teoria de
conjuntos intuitiva. Otras paradojas se des-
cubrieron antes de la de Russell; la primera
que se publico fue, aparentemente, la para-
doja del mayor ordinal, debida a Burali-Forti
[1897]. Un anélisis completo de las diez o
doce paradojas ¥ que se han discutido en la
literatura matematica estarfa fuera de lugar
en este libro; pero el lector encontrara un
buen estudio en Beth [1950]. Muchas de las
paradojas son variaciones relativamente lige-
ras unas de otras, de modo que solo descri-
biremos breve e informalmente las mas im-
portantes.

F. P. Ramsey [1926] parece ser la primera
persona que divide clara y explicitamente las
paradojas en dos clases; las l6gicas o matema-
ticas, y las lingitfsticas o semanticas. Infor-

estudio de Zermelo. Una clarificacion menos detallada,
pero esencialmente correcla de definitud fue la que dio
independicntemente Fraenkel [1922b}.

t Esencialmente el mismo axioma fue propuesto, al
mismo liempo ¢ independientemente, por Skolem [1922].

¥ Una paradoja se lama también antinomia en la lite-
ratura,
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malmente hablando, la primera clase surge
de construcciones puramente matematicas;
la segunda, de la consideracién directa del
lenguaje que nsamos para hablar de mate-
matica y de logica.

La paradoja de Russell pertenece a la pri-
mera clase, lo mismo que la paradoja de Bu-
rali-Forti, que se discutird mas adelante en
§ 5.3. Laidea general de esta paradojaes
como sigue: En teorfa intuitiva de conjuntos,
todo conjunto bien ordenado tiene un nao-
mero ordinal. Aun mas, el conjunto de todos
los ordinales es bien ordenado; por consi-
guiente el conjunto de tedos los numeros
ordinales tiene un numero ordinal, diga-
mos € . Pero el conjunto de todos los ordi-
nales hasta, e incluyendo, un ordinal dado,
¢s bien ordenado; asi que tiene un niimero
ordinal que excede en uno al ordinal dado.
En consecuencia, el conjunto de todos los
ordinales, incluyendo © tiene el numero
ordinal ® + 1, que es mayor que © . Por
consiguiente, ® no es el nimero ordinal de
todos los ordinales.

Podria pensarse que algin artificio como
el que bloque¢ la deduccidon directa de la
paradoja de Russell harfa lo mismo con la
de Burali-Forti, pero no es este el caso. Por
ejemplo, J. B. Rosser [1942] dedujo esta ul-
tima paradoja en el sistema de Quine [1940]
mostrando de ese modo su inconsistencia,
aunque es claro que no es posible la deduc-
cion directa de la paradoja de Russell en el
sistema de Quine.

Otra bien conocida paradoja de la primera
clase es la del mayor nimero cardinal, debi-
da a Cantor, que la descubrié en 1899 y que
se publicéd por primera vez, con su correspon-
dencia, en 1932, Operando de nuevo en teo-
ria intuitiva de conjuntos, consideramos el
numero cardinal # del conjunto S de todos
los conjuntos. Por una parte es claro que n
es el mayor cardinal posible. Pero podemos
también considerar el conjunto de todos los
subconjuntos de S y su cardinal, p. Por un
teorema clasico de la teoria de conjuntos in-
tuitiva, p debe ser mayor que n
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Para los lectores no familiarizados con las
nociones de niimero cardinal y de nimero
ordinal, usadas libremente para describir las
dos ultimas paradojas, puede decirse que en
los capitulos siguientes se desarrollaran estas
nociones en detalle y completamente ab ovo.
Aunque por el momento no hagamos un
analisis exacto, es claro, de un modo general,
que esas paradojas no surgen cuando el axio-
ma primario para construir conjuntos es el
esquema axiomatico de separacion de Zer-
melo, pues entonces no puede establecerse
la existencia del conjunto de todos los con-
juntos o del conjunto de todos los niimeros
ordinales.

La mas vieja paradoja semantica es la del
mentiroso, debida a Epiménides de Creta,
que decia: “Yo estoy mintiendo”. Si la afir-
macion es verdadera, entonces estd mintien-
do y la afirmacion es falsa. Si la afirmacién
es falsa, entonces no estd mintiendo y la afir-
macion es verdadera. Hay muchas versiones
modernas. Considérese la oracion: “La Qni-
ca oracidn escrita en esta pizarra es falsa”.
Si la oracion es verdadera, debe ser falsa y
reciprocamente.

Un acertijo divertido y de la misma clase,
que data de la antigiiedad, es el dilema del
cocodrilo. Este ha robado un nifio y dice al
padre: “Te devolveré a tu hijo si adivinas si
te 1o devolveré o no”. El padre replica: “Th
no me devolveras al nifio”. ;Qué debe hacer
¢l cocodrilo?

La primera paradoja semantica moderna
que ha sido publicada parece ser la paradoja
de Richard [1905], que esté relacionada con
la demostracién de la no ennumerabilidad
del conjunto de los nimeros reales, debida a
Cantor (demostracién que se daen § 6.6.*
Entenderemos por una expresidn del idioma
cualquier sucesion finita de las veintiséis le-
tras basicas del alfabeto, una coma, un pun-
to y un espacio en blanco; o sea que una
expresién es una sucesion finita de algunos

* Para un analisis y exposicion de la paradoja de Ri-
chard véase Church [1934].
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de esos veintinueve simbolos. Ahora ordene-
mos las expresiones, de acuerdo con el nu-
mero total de simbolos y lexicograficamente
dentro del nimero total cada una. Asi tene-
mos,

a

b

ag
ab

aaa

Ahora borremos aquellas expresiones que
no definen nimeros reales; sea E la sub-su-
cesion restante. Traduciendo y parafraseando
un poco, podemos usar la formulacién origi-
nal de Richard para definir un cierto nime-
ro real N con respecto a E: “El ntimero real
cuya parte entera es cero y cuyo #-simo de-
cimal es p més uno,si gl n-simo decimal del
numero real definido por ¢l n-simo elemento
de E es p y p no es ni ocho ni nueve; y es
simplemente uno si su r-simo decimal es
ocho o nueve”. Por construccién, N no es
un elemento de E. ya que difiere de todo nu-
mero real de E por lo menocs en un puesto
decimal; pero N estd definido por una ex-
presiom finita y por tanto estd en £ De este
modo se llega a la contradiccién.

La tercera y final paradoja semantica que
mencionaremos aqui es la de heterologicidad,
debida a Grelling-Nelson [1908]. Un predi-
cado se llama heterologico si la proposicién
que atribuye al predicado la propiedad ex-
presada por el predicado es falsa. Asi, el
predicado ‘rojo’ es heterolégico puesto que
la proposicién: “El predicado ‘rojo’ es rojo”
es falsa, La contradiccion surge de pregun-
tar si el predicado ‘heterolégico’ es él mismo
heterolégico. Claramente, si io es, inferimos
que no lo es; y si no lo es, que si lo es.

Una discusion detallada de esas paradojas
semdanticas nos apartaria mucho de la teoria
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de conjuntos propiamente dicha y nos lleva-
ria al dominio general de la 16gica formal;
pero es pertinente ver como las inferencias
que llevan a ellas estin blogueadas en la teo-
ria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel. Zer-
melo introdujo especificamente su nocion de
definitud en el esquema axiomatico de sepa-
racion para prevenir la construccion de para-
dojas semanticas (cf. Zermelo [1908, p. 264]).
Como se observé en la seccion precedente,
esta nocion de definitud se precisa reducién-
dola a la nocidn sintictica de formula. Con
referencia a las paradojas semdnticas puede
hacerse mas claro el objeto de esta reduccion.
Cada una de estas paradojas surge de temer
disponibles en el lenguaje expresiones para
referirse a otras expresiones del idioma. Cual-
quier lengua con medios de expresion tan
ilimitados es forzosamente inconsistente. *

En consecuencia es importante distinguir en-
tre el objeto lenguaje —aqui, el lenguaje en el
cual hablamos acerca de conjuntos— y el
meta-lenguaje, esto es, el lenguaje en el cual
hablamos acerca del objeto lenguaje. Aun
cuando la teoria de conjuntos no se desarro-
lla en este libro de manera completamente
formalizada, al comienzo del capitulo siguien-
te consideramos una definicion rigurosa de
Jformula para ¢l objeto lenguaje que usamos.
Nuestro meta-lenguaje es cierto fragmento,

* En Tarski [1956, p. 402] se expresa esto mas sucinta-
mente: “El origen principal de las dificultades que en-
contramos parece descansar en lo siguiente: No se ha te-
nido siempre en cuenta que los conceptos seménticos
tienen un carécter relativo; que es preciso relacionarlos
sicmpre con un idioma particular, No se ha tenido en
cuenta que el lenguaje acerca del cual hablamos no tiene
necesariamente que coincidir con el lenguaje en el cuai
hablamos. Se ha realizado la semantica de una lengua en
ia lengua misma y —hablando en forma general— se ha
procedido como si hubiera una sola lengua en el mundo.
El analisis de las antinomias mencionadas muestra, por
cl contrario, que los conceptos semanticos simplemente
no tienen lugar en el idioma al cual se refieren; quc el
idioma que contiene su propia semantica v dentro del
cual las leyes logicas usuales subsisten, debe ser inevita-
blemente inconsistente”.
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vagamente definido, del idioma ordinario, in-
crementado con ciertos simbolos familiares de
la matematica in{uitiva. Sera obvio que nues-
tro objeto lenguaje no es lo bastante rico para
proporcionar medios directos de expresar las
paradojas semanticas. En otras palabras,
evitamos esas paradojas restringiendo seve-
ramente la riqueza de nuestro lenguaje.
Obsérvese que cuando se usa un lenguaje
formalizado, es intuitivamente claro que hay
pocas perspectivas de deducir una de las pa-
radojas semanticas en este lenguaje; la si-
tuacion intuitiva de las paradojas matemati-
cas o logicas no es usualmente tan clara.

Los asuntos seménticos no se discutiran en
lo que signe. Se han discutido superficialmen-
te aqui para aclarar la necesidad de lo que
equivale a una restriccion semantica al es-
quema axiomatico de separacion. Deberia
mencionarse, ademas, que se necesita una
formalizacién rigurosa y completa del objeto
lenguaje para demostrar hechos meta-mate-
méticos relacionados con la teoria de con-
juntos de Zermelo-Fraenkel. Por ‘hechos
meta-matematicos’ entendemos hechos acer-
ca del objeto lenguaje. Un ejemplo de un
hecho meta-matematico importante es que el
esquema axiomatico de separacién no puede
ser reemplazado por un numero finito de
axiomas del objeto lenguaje.

Finalmente, debe recalcarse que la teoria
de conjuntos de Zermelo-Fraenkel no pro-
porciona sino uno de los varios enfoques po-
sibles de la fundamentacién matematica.
Hay una alternativa tan intimamente ligada
a ella, que debe mencionarse aqui, a saber, la
teoria de conjuntos de von Neumann-Bernays
-Godel.* Hay dos diferencias esenciales. Esta

* Formulada originalmente por von Neuwmann en una
serie de monografias [1925], [1928a], {1929]. Su formula-
cion difiere considerablemenie de la teorfa de conjuntos
de Zermelo, porque la nocion de funcion se toma como
fundamental en lugar de la de clase o conjunto, En una
serie de estudios publicados en el Journal of Simbolic Lo-
gic Bernays modifics el enfoque de von Neumann para
permaneccer mas cerca del sistema original de Zermelo

INTRODUCCION 9

ultima puede ser axiomatizada de manera fi-
nita. No se requiere esquema axiomatico co-
mo el de separacidn, sino que es suficiente,
en su lugar, un nimero finito de construccio-
nes y clases. En lo que llamaremos por
brevedad teoria de conjuntos de von Neu-
mann, hay una distincion técnica entre clases
y conjuntos. Todo conjunto es una clase pero
no reciprocamente. Aquellas clases que no
son conjuntos se llaman clases propias y la
caracteristica que las distingue es que no son
elementos de otras clases. La clase de todos
los naimeros ordinales y la clase de todos los
conjuntos existen ambas, pero ambas son
clases propias. Asilas paradojas de Burali-
Forti y la de Cantor no pueden construirse,
porque requieren que e¢sas clases sean ele-
mentos de otras clases. Observaciones ana-
logas se aplican a la paradoja de Russell. En
los capitulos siguientes se dan frecuentemen-
te indicaciones informales para llamar la
atencion a las ligeras variaciones requeridas
en los teoremas, definiciones o demostra-
ciones de la teoria de von Neumann. Las
teorias de Zermelo y dé von Neumann estin
tan cercanamente relacionadas, que cual-
quiera que esté familiarizado con una de
ellas dominara pronto la otra.

§ 1.5 Presentacion de axiomas. Puesto que
los axiomas que usaremos para la teoria de
conjuntos de Zermelo-Fraenkel se introdu-
cen individualmente en diversas secciones de
los capitulos siguientes, quiz4 sea util una
presentacion rapida que proporcione una vi-
sion general del desarrollo. Las observacio-
nes en este momento son superficiales, pues
presentaremos los axiomas solo por su nom-
bre. En el capitulo siguiente consideraremos

(véasc en la Biblioprafia la lista de monografias). Intro-
dujo dos relaciones de pertenencia: una entre conjuntos
y otra entre conjuntos y ctases. En Godel [1940] la teoria
esta més simplificada adn; las nociones primitivas son las
de conjunto, clase y pertenencia (aun cuando la perte-
nencia sola es suficiente). Un estudio de R. M. Robinson
{1937] proporciona un sistema simplificado, ¢ercano al
sistemna original de von Neumann,
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estos siete axiomas, que son los principales
que vamos a necesitar:

Axioma de extensicnalidad
Esquema axiomatico de separacién
Axioma de union

Axioma de apareamiento

Axioma de regularidad

Axioma de suma

Axioma del conjunto potencia.

Hacia el final del Capitulo 2 mostraremos
que el axioma de unién es redundante, o sea
que puede deducirse de los otros seis. Se usa
al principio del capitulo a fin de simplificar
los desarrollos iniciales.

En el Capitulo 3, que trata de relaciones y
funciones, no se introducen nuevos axiomas.
En el Capitulo 4 se presenta un axioma es-
pecial para nlimeros cardinales y se usa
principalmente en el contexto de ese capitulo.
Este axioma especial no es parte de la teoria
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de conjuntos clasica de Zermelo-Fraenkel,
pero facilita enormemente la construcciéon
de la teoria intuitiva del ndmero cardinal
dentro de nuestra estructura axioméatica.

El axioma de infinitud se introduce en el
Capitulo 5 para hacer posible la demostra-
cion de que el conjunto de todos los nime-
ros naturales existe. Los nlimeros naturales
pueden sin embargo construirse prescindien-
do de este axioma. El Capitulo 6 trata de las
construcciones de los niimeros reales y no se
necesitan mds axtomas para este trabajo.

En el Capitulo 7 se usa el esquema axio-
mético de sustitucion cuando es necesario
para el desarrollo de la aritmética ordinal y
la induccidn transfinita. Se muestra también
que ¢l axioma de apareamiento se puede de-
ducir de este esquema y el axioma del con-
junto potencia. El Capitulo 8, el final, estd
dedicado principalmente al axioma de esco-
gencia.



Capitulo 2

Desarrollos generales

§ 2.1 Preliminares: Férmulas y definiciones.
(a) Definamos explicitamente la nocién de
formula, requerida en el esquema axiomatico
de separacion (y més tarde en el esquema
axiomdtico de sustitucion); y (b) fijemos el
concepto de las definiciones que vamos a
adoptar para introducir los muchos simbolos
definidos que se requieren.

En el Capitulo 1 se hizo una importante
distincion entre el objeto lenguaje, esto es,
el lenguaje en el cual hablamos acerca de
conjuntos, y el meta-lenguaje, o sea, el len-
guaje en el cual tratamos acerca del objeto
lenguaje. Usamos €l meta-lenguaje, que para
nosotros es el idioma ordinario, incrementa-
do con una cierta cantidad de lenguaje ma-
temdtico intuitivo, para describir rigurosa-
mente el objeto lenguaje. Puede ser util
considerar esta descripcion como analoga a
una caracterizacion rigurosa de un juego
como el ajedrez o el bridge; pero esta analo-
gia no debe llevarse muy lejos, pues la mayor
parte de las expresiones de nuestro objeto
lenguaje tienen un significado definido en
términos de ideas matematicas intuitivas
que no tienen las posiciones o movimientos
de un juego como el ajedrez.

Comenzamos con una quintuple clasifica-
cién de los simbolos del objeto lenguaje en
constantes, variables, conectivas proposicio-
nales, cuantificadores u operadores, y simbo-
los de puntuacion o agrupacion.* Las dos

* Esta clasilicacion la origind von Neumann [1927].
Para discusion detallada de estos temas, véase el primer
capitulo de Church [1956].

constantes primitivas del lenguaje son el
simbolo de la relacion de pertenencia, &,
introducido informalmente en el Capitulo 1,
y la constante ‘0’ que denota el conjunto va-
cio. Ademas, tomamos de la logica el predi-
cado constante ‘=", que es el simbolo de la
identidad. Las variables generales que reco-
rren todos los objetos, son: X7, ¥, 27,
con sub-indices o super- mdlces o sin ellos
Las conectivas proposicionales son las cinco
mencionadas en § 1.2: —, &, V, -, &
los tres cuantificadores u operadores 16gicos
que usamos, V ,3,E!, se mencionaron tam-
bié¢n en § 1.2. Finalmegnte, los paréntesis a
izquierda y a derecha son nuestros Onicos
simbolos de puntuacion.

Las expresiones del objeto lenguaje son su-
cesiones finitas de las cinco clases de simbo-
los del lenguaje. Algunas de esas expresiones
se llaman fdrmulas primitivas del objeto len-
gnaje, simplemente por razén de su estruc-
tura. Ahora definimos tales féormulas, de
modo que con sdlo mirar la forma de una
expresion, podemos decidir automaticamen-
te, en un nimero finito de pasos, si se trata
o no de una férmula primitiva. Si bien esta
definicién es puramente sintactica o estruc-
tural, son precisamente las expresiones que
la satisfacen las que tienen un significado in-
tuitivo claro. Una expresién como (— &€ x’
no es una férmula primitiva ni tiene signifi-
cado intuitivo.

Definimos primero las férmulas primitivas
atomicas.

Una férmula atémica primitiva es una
expresidn de la forma (v € whodela
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forma (v = w), donde v, w son variables
generales o la constante ‘0"

As, ‘x€ y'y ‘z = 0" son formulas primitivas
atdmicas.

Podemos ahora dar lo que usualmente se
llama una definicion recurrente de las formu-
las primitivas:

a) Toda férmula atomica primitiva es una
Sormulta primitiva;

b) Si P es una formula primitiva, en-
tonces -P es una formula primitiva;

¢) Si P y Q son formulas primitivas, en-
tonces, P& Q), (Pv Q), (P—Q),
y (P Q) son formulas primitivas;

d} Si P es una formula primitiva y v es
una variable general , entonces, (¢v)P,
(3vIP y (EW)P son formulas primi-
tvas;

€) Ninguna expresion del objeto lengua -
Je es una férmula primitiva. a menos
que se siga de las reglas a) - d).

Los siguientes son ejemplos de formulas pri-
mitivas del objeto lgnguaje que no son ato-
micas ‘(3x)(Vy)-(ycz), @€Cy—ye?,
‘Elz) (0 = z)’. En términos de esta defini-
cién, una formulacion rigurosa del esquema
axiomatico de separacion es la siguiente:
Cualquier formula primitiva del objeio
lenguaje de la forma (Iv){(Fw ) w, €v
V y=0&(VwiwCvew Cu &)
es un axioma , siempre que la variable v

* En esta definicién, como en cualquier otra parte, usa-
mos las letras en negrilla ‘u’, *v', ‘w’, ‘u/’, ‘v,", ‘w,", ... como
variables meta-matematicas, las cuales toman como va-
lores variables ‘x’, %y’, ‘z’,... o 1a constante ‘0" del objeto
lenguaje. Usamos letras en negrilla ‘P, ‘Q’. .. o letras
griegas ¢ y ¥ como variables meta-matematicas que to-
man como valores formulas del objeto lenguaje. Las con-
venciones acerca del uso y mencion seguidos aqui, las
cuales son probablemente obvias, son: (i) las constantes
'€’ e*=", las conectivas proposicionales, los simbolos de
cuantificacién, y los paréntesis a izquierda y a derecha,
s¢ usan como nombres de si mismos, (ii) la yuxtaposi-
cién de nombres de expresiones denota una operaciéu
binaria sobre expresiones que producen nuevas expresio-
nes (por gjemplo €y’ & ‘Y2’ = ‘acy & y<z'). Para
una discusién mas detallada de estas convenciones, véase
el capitulo 6 de Suppes (1957).
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sea distinta de v y W, y no sea libre en la
Jormula primitiva .

La primera clausula del axioma garantiza
que un individuo arbitrario no puede hacer
el papel del conjunto vacio, 0. En la seccién
siguiente se dan razones que justifican las
restricciones sobre la variable v,

En principio, todos los axiomas y (eoremas
que formularemos en las paginas siguicntes
se pueden escribir como férmulas primitivas
del objeto lenguaje; en efecto, nuestro objeto
lenguaje oficial consistira e¢n esas formulas
primitivas. Para facilitar el trabajo serd util y
conveniente introducir por definicion mucha
notacion adicional, En la practica aplicare-
mos ¢l esquema axiomatico de separacion de
formulas que no estan escritas GUnicamente
en la notacidn primitiva; pero ya que en
cualquier punto de nuestro desarrollo habra
precedido solo un numero finito de defini-
ciones, tal férmula puede reemplazarse por
una férmula primitiva, mediante un nimero
finito de sustituciones.

Con respecto a las definiciones, nuestro
punto de vista es, entonces, que se pueden
admitir informalmente, si se dan indicacio-
nes claras para eliminar los simbolos nuevos
de cualquier contexto. Asi pues, exigimos que
una formula del objeto lenguaje que intro-
duzca un nuevo simbolo satisfaga el si-
guiente:

Criterio de eliminabilidad. Una férmuia
P gque introduce un nuevo simbolo satis-
face el criterio de eliminabilidad si y sélo
si, cuando quiera gue Qu sea una formula
en la cual el nuevo simbolo aparece, hay
una formula primitiva Q. tal que P —
(Qi++ Qu) es deducible de los axiomas.
Nétese que hemos formulado este criterio
sin dar una definicion rigurosa de formula
(en oposicion a férmula primitiva). Tal defi-
nicién es viable. sl hacemos la lista de todos
los simbolos definidos que se han introduci-
do en este libro y luego procedemos, en tér-
minos de esta lista, como hicimos antes con
la notacion primitiva. No llevaremos a cabo
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esla tediosa tarea, pero si queremos mencio-
nar un segundo criterio que deben satisfacer
nuesirzs definiciones, a saber: que no deben
ser creativas,

Criterio de no creatividad. Una férmula
P que introduce un nuevo simbolo satis-
face el criterio de no creatividad si y sdlo
si no hay formula primitiva Q tal que
P - Qsea deducible de los axiomas sin
que Q lo sea.

En otras palabras, una definicién no deberia
funcionar como un axioma que permita la
deduccién de alguna féormula previamente
indemostrable, en la cual sélo aparezca la
notacién primitiva.

El problema clasico de Ia teoria de la de-
finicién, para una teoria matemadtica formu-
lada rigurosamente, es proporcionar reglas
de definicién cuya satisfaccion asegure la sa-
tisfaccion de los dos criterios que acabamos
de expresar. Podemos restringirnos aqui a
las reglas para definir simbolos de operacion.
Con ligeras modificaciones se producen re-
glas apropiadas para definir simbolos de rela-
ciéon y constantes individuales.* En estas
reglas nos referimos a definiciones preceden-
tes, lo cual implica que éstas se dan en una
sucesion fija y no simultineamente; este en-
foque permite usar simbolos ya definidos, en
las definiciones de los simbolos nuevos.*

Las definiciones propias de los simbolos de
operacién pueden ser equivalencias o iden-
tidades. Comenzamos con las primeras.

Una equivalencia P que introduce un
nuevo simbolo n-ario de operacisn O es
una definicion propia si y sélo si P es de
la forma

Olvy, ...

y se satisfacen las siguientes restricciones:

yva) = wer Q

* Las constantes individuales pueden tratarse, en efec-
10, como simbolos de operacidn de grado cero.

* Las reglas que se dan a continuacion, y otros temas
conexos, se traian mas detalladamente en el capitulo 8
de Suppes [1957].
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(i) vy, ---,vn, w son variables distintas,

(i) Q no tiene variables libres diferentes

de vy, -« ., va, w; (iii) Q es wna formula

en la cual las tnicas constantes no légicas

son los simbolos primitivos o previamente

definidos de la teoria de conjuntos; y (iv)

la formula (E'w) Q es deducible de los

axiomas y definiciones que preceden.
Con respecto a la frase “constantes no 10gi-
cas’ en (iii),las Unicas constantes légicas son
las introducidas en §1.2; todas las otras cons-
tantes son no logicas. Facilmente se justifi-
can las varias restricciones. Aqui solo desta-
caremos la importancia de (iv). Considérese
la siguiente definicion de la aritmética ele-
mental para la pseudo-operacion ¥.

(1 ey =zeor<z&y<a
Claramente es falso que
(ER) (z <2&y < 2).

Asi que (1) viola (iv) y queremos demostrar
que esta violacion lleva a una contradiccion.
Puesto que | <3, 2 <3, I-<C4, 2 <4
inferimos inmediatamente de (1):

1«2=3
y ademds
1»2=4.
Por consiguiente,
4 =3,

lo que es absurdo. En lenguaje matematico
ordinario el punto {(iv) requicre que la ejecu-
cion de una operacion produzea siempre un
objeto Gnico.
Para una definicion que sea una identidad
tenemos la siguiente regla.
Una identidad P que introduce un nuevo
simbolo n-ario de operacion O es una
definicién propia siy sélo si P es deia

Sforma

Olvg, ... va) =1t
y se satisfacen las siguienies resiricciones:
(i) ¥ir - -+ ¥ SOR variables distintas; (ii)

el término t no tiene variables libres di-
ferentes de Vi ... Vs (iii) las dnicas
constantes no ldgicas en el término t son
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simbolos primitivos y simbolos previamen-
te definidos de la teoria de conjuntos.

Un ejemplo de una definicion por medio de
una identidad, en aritmética, es la definicion
de sustraccion en términos de adicién y de
la operacién negativa.

r—y=z+(—v.

Es viable probar que las definiciones que
satisfacen algunas de las reglas que acaba-
mos de dar o las analogas para simbolos de
relacion y constantes individuales, satisfacen
los criterios de eliminabilidad y de no creati-
vidad. Desafortunadamente, muchas de las
definiciones comunes en matematica y mu-
chas de las definiciones que se van a intro-
ducir en lo que sigue, no satisfacen el criterio
de eliminabilidad; asi también, muchas de
las definiciones de simbolos de operacién
dejan de satisfacer una de las dos reglas an-
teriores. La razon de esta falla puede expre-
sarse simplemente asi: las definiciones son
frecuentemente condicionales en la forma.
Ejemplo tipico de definicién condicional en
aritmética es una definicion de division, en
la cual surge el problema de la division por
cero;

) y=0-o(z/y=seoz=1y.2)

Usando (1) como definicidon del simbolo de
operacion para la division, no podemos eli-
minar el simbolo de contextos como:

1/0 = 2,

Por otra parte, podemos usar (1) para elimi-
nar la division en todos los casos “interesan-
tes”, o sea, en todos aquellos que satisfacen
la hipotesis de (1). AOn mis, no es dificil
meodificar las dos reglas dadas, de tal manera
que las definiciones condicionales que las sa-
tisfacen satisfagan el criterio de no creativi-
dad. En efecto, las modificaciones apropiadas
de la regla para las equivalencias que definen
simbolos de operacién estan incorporadas en
lo stguiente:

Una implicacion P que introduce un

nuevo simbolo de operacién Q es una

cap, 2

definicidn condicional siy sdlo si P es
de la forma
Q—’[O(vl,. 5 .,v,.) = w<—>R]

¥ se satisfacen las siguientes restricciones:
(i) la variable w no es libre en Q; (ii)
fas variables v,, ... ¥, w son distinias;
(iif) R no tiene variables libres diferentes
de vy - ¥a w; (iv) Q p R son fBrmu-
las en las cuales las unicas constantes no
ldgicas son los simbolos primitivos y los
simbolos previamente definidos de la teoria
de conjuntos; (v} la formula Q — (Elw)
R es deducible de los axiomas y defini-
ciones que preceden.

Converlir una definicién condicional de un
simbolo de operacion en una definicidén pro-
pia que satisfaga el criterio de eliminabilidad
es asunto de rutina una vez que se escoge un
objeto que puede ser el resultado de efectuar
la operacién cuando no se satisface la hipo-
tesis de la definicién condicional. En aritmé-
lica, la escogencia natural es el mimero cero.
Estando de acuerdo sobre esto, podemos
reemplazar la definicion condicional (1) de
divisién por

zfy=ze(y#0—z=y2&

(y=0—2=0).
La escogencia natural correspondiente en la
teoria de conjuntos es el conjunto vacio. De
modo que cualquier definicién condicional
que satisfaga la regla antes formulada puede
convertirse en una definicidon propia, escri-
biéndola como:

2y Olvy...w) =we{(Q—-R)&
-Q—w=0).

En le que sigue usaremos continuamente de-
finiciones condicionales, pero subentendemos
que la notacién que ellas introducen puede
ser eliminada siempre, en favor de la nota-
cion primitiva, formulidndolas de nuevo como
definiciones propias de la forma indicada por

2

Desde un punto de vista légico, las defi-
niciones que hemos venido describiendo son
axiomas no creativos expresados en el objeto
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lenguaje. Se clasifican propiamente como
axiomas porque funcionan como premisas
adicionales en la deduccion de teoremas, pero
su caracter no creativo asegura que no re-
fuerzan realmente la teoria de conjuntos tal
como fue formulada en los axiomas creati-
vos basicos. Ocasionalmente introduciremos
esquemas de definicidén que, como el esque-
ma axioméatice de separacion, deberian for-
mularse propiamente en el meta-lenguaje.
Tales esquemas de definicién aparecerin
principalmente en relacién con la introduc-
cién de nuevos métodos de ligar variables.
Aumentamos también nuestra notacion pri-
mitiva con la introduccién de varios tipos de
variables: variables de conjuntos, que reco-
rren conjuntos pero no individuos (‘4°, ‘B’
‘C’,. . .),variables cardinales, que recorren los
numeros cardinales  (‘m’, ‘n’, ‘p’,...), varia-
bles ordinales, que recorren los nimeros or-
dinales (‘a’, °8, °Y’,. . .), variables que reco-
rren los enteros no negativos (‘'m’, ‘n’, p’.. . ),
variables racionales, que recorren los nlime-
ros racionales no negativos ('‘M°, ‘N’ ‘P*,. ).
No consideraremos aqui explicitamente re-
glas para los esquemas de definicién que in-
troducen nuevas variables o nuevos métodos
de ligar variables, pero sera claro, para el
pequefic nimero de tales esquemas que se
usan efectivamente, como puede demostrar-
se que ellos satisfacen los dos criterios de eli-
minabilidad y de no creatividad, ¢ como pue-
den ser ligeramente modificados para obtener
tal satisfaccion.

§ 2.2 Axiomas de extensionalidad y separa-
cién, Comenzamos con la definiciéon de la
nocién de conjunto. El contenido de la defi-
niciéon concuerda con ideas intuitivas: un
conjunto es algo que tiene elementos, o es el
conjunto vacio.

Definicion 1. y es un conjunto
—(Jz) (zcyV y =0).
Como es de esperarse, la nocidén de conjunto
se necesita a casa paso. Por gjemplo, la ma-
yoria de las definiciones que vamos a intro-
ducir son condicionales, y se entiende intuiti-
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vamente que se aplican so6lo a conjuntos.
Para no tener que estar escribiendo conti-
nuamente el predicado ‘es um conjunto’,
adoptaremos la siguiente convencion en rela-
cién con las variables: las letras bastardillas
mayusculas  “4°,‘B’, ‘C”, etc., se usardn sola-
mente para conjuntos, Las bastardillas mi-
nusculas, ‘x’, 9y, ‘z’, etc., se pueden tomar
como valores tanto de conjuntos como de
individuos. (Llamaremos variables generales
a estos ultimos simbolos). Con esta conven-
cion bien presente, podemos omitir,sin con-
fusion alguna, el predicado ‘es un conjunto’.

La traduccién de proposiciones que inclu-
yen variables de conjuntos, a la notacién ba-
sica de variables generales, es inmediata. Las
tres reglas que se necesitan son muy simples;
en lugar de dar un enunciado formal de ellas,
ilustraremos su uso por medio de tres ejem-
plos: uno que se refiere a un cuantificador
universal, otro a un cuantificador existencial
y otro 4 un cuantificador de existenciay
unicidad. La proposicion:
(VA)Q)-(z € 4)
se traduce: y

(Vy)(y es un conjunto — (Ix)—(z € ¥)),
y la proposicién:

(Va)(A4)-(z € 4)

se traduce:

(V2)(3y)(y es un conjunto & ={x € y)).
La proposicion:

(E14) (V) {z € 4)

se traduce:

(E!) (5 es un conjunte & {(Vz)(z € v)).

Debe notarse que la constante individual
que denota el conjunto vacio se usa en el de-
finiens de la definicion 1. Se acostymbra en
muchos desarrollos axiométicos de la teoria
de conjuntos definir el stmbolo para el con-
junto vacio, en lugar de introducirlo como
un simbolo primitivo. Pero esto no es posible
aqui, pues los axiomas estan limitados a per-
mitir individuos situados dentro del dominio
del discurso. A este respecto seguimos la for-
mulacion original de la teoria de conjuntos
de Zermelo, hecha en 1908, Sin embargo,
nuestros axiomas no postulan realmente la



16 DESARROLLQOS GENERALES

existencia de individuo alguno y estan por
tanto acordes con ¢l concepto de que sdlo
hay conjuntos en el dominio del discurso.
Una definicién usual de conjunto vacio es:
0=zre(Vyyda),
pero es facil demostrar, con base en esta de-
finicion, que cualquier individuo es idéntico
con el conjunto vacio, y esto efectivamente
excluye los individuos.
Los dos axiomas que se consideran en esta
seccion son el axioma de extensionalidad
(V) e Az B)—4d =8B
y el esquema axiomdtico de separacién
@AB)(Va)z€ B s € A & ¢lz).
Se entiende en el esquema axiomatico de se-
paracidn que la variable ‘B’ no es libre en
@(x). Una formulacién meta-matematica ri-
gurosa de este esquema se dio en la seccidon
anterior.* Para efectos de trabajo intuitivo
sostendremos la forma que hemos acabado
de usar, la cual es una mezcla del objeto len-
guaje y del meta-lenguaje; pero el lector debe
tener bien claro que éste es un esquema axio-
matico, no un axioma'fnico. La restriccion
de que ‘B’ no sea libre en ¢(x) es esencial,
pues sin ¢lla podriamos deducir una contra-
diccion, cuando guiera que 4 sea un con-
junto mo vacio. Para ver esto, sea ¢(x) la
expresion ‘~(zx € B) ysea A el conjunto
que consiste en el conjunto vacio (la existen-
cia de A4 se sigue de otros axiomas de este
capitulo). Entonces tenemos:
(AB)0e B0 4 &~(0e B)),
lo cual, puesto que 0 € A, implica:
(AB)(0€ B -(0€ B)),

* Es importante notar que, estrictamente hablando, la
formulacidn con variables de conjuntos es mas débil que
la formulacidén meta-matemitica con un solo tipo de va-
riable, pues la primera expresa:

% ¢s un conjunto — (Iy)(y es un conjunto & (Vz)
(2€y <= 2€z & ¢(2))),

mientras que la versién meta-matematica inicial no tiene
esta forma condicional. Por otra parte, no hay verdadero
interés en que ¢l axioma se aplique cuando x es un in-
dividuo.
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un absurdo. Por otra parte, es legitimo,y a
veces necesario,que ¢(x) contenga otras va-
riables libres y no simplemente ‘x’; solamen-
te ‘B esta excluida,

Pasamos ahora a los desarrollos sistema-
ticos. Primero definimos la notacidn usual
‘¢’ para algo que no es elemento de algo.

Definicion 2. s¢ y— —(z € y).
Analogamente, usamos la notacion de la 16-
gica “x = x’ para significar ‘— (x=x). Como
primer tecrema, tenemos:

Teorema 1.,

zg 0.

Demostracién. Tomando ¢(x) como “x==x",
se tiene, por el esquema axiomatico de sepa-
racion:

() (AANV2)zcAd—zc0&z = x).
Supongamos ahora que algin x estd en A;
entonces, por (1), x 5= x, lo que es absurdo.
Por tanto, concluimos:

@ (Vz)(zg 4),
y por consiguiente, por la definiciéon 1,
3 A =0

El teorema se sigue de (2) y (3). QED.

En seguida demostramos un teorema sen-
cillo, relativo a la unicidad del conjunto
vacio.

Teorema 2. (Wz)(zgz A)—> A =0

Demostracién. Si 4 = 0, entonces, por €l
teorema 1, z¢ A. Por otra parte, si para
todo x, z¢ A, entonces no hay elementos
en el conjunto 4 y por la definicién 1, A =0.
Q.E.D.
El resto de esta seccidon se relaciona con
las nociones de inclusion e inclusién propia
entre conjuntos. Si 4 y B son conjuntos tales
que todo elemento de 4 es elemento de B,
entonces decimos que A estd incluide en B,
0 que A es un subconjunto de B, lo cual se

simboliza: A © B. Asi, podemos escribir:

El conjunto de los Irlandeses esta contenido
en el conjunto de los hombres

(v
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Fl conjunto de los Irlandeses es un
subconjunto del conjuntc de los hombres

o sencillamente:

El conjunto de los Irlandeses & el conjunto
de los hombres.
Formalmente, tenemos:

Definicion 3. A € B— (Va)ze€ 4 —
r € B).

Desde un punto de vista formal, la definiciéon
3 es una definicion condicional de un sim-
bolo binaric de relacion. El hecho de que es
una definiciéon condicional estd encubierto
por el uso de letras mayusculas, de la mane-
ra ya acordada. Esta misma observacion se
aplica a todas las definiciones en las cuales
se usan variables de conjuntos.

Teorema 3. 4 C A,

Demostracién. Puesto que es una verdad
logica que
(Vo)z€ A —ze 4),
se sigue inmediatamente de la definicion 3,
que

ACA. Q.E.D.

El teorema 3 afirma sencillamente que la in-
clusién es reflexiva; el teorema siguiente afir-
ma que tiene la propiedad de antisimetria,
como suele llamarse.

Teoremad ACB&BCA— A =B

Demostracion. Si A € By B C A, enton-
ces se sigue de la definicién 3 que
(Vo)zc d—ze B).

En consecuencia, por el axioma de extensic-

nalidad, 4 = A. Q.E.D.

Teorema 5. AC0— A =0.

Demostracion. En virtud de la definicién
3 y de la hipdtesis del teorema, six € A,en-
tonces x € 0. Pero por el teorema 1, x 0.
En consecuencia, para todo x, x ¢ A y por
el teorema 2, 4 = 0. Q.E.D.

La transitividad de la inclusion se enuncia
en el siguiente teorema.
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Teorema 6. A CB&BC C—ACC.

Demostracién. Considérese un elemento
arbitrario x. Ya que 4 & B,six € A,en-
tonces x € B; pero B & C, en consecuencia,
si x € B, entonoces, x € C. Asi, por la tran-
sitividad de implicacion, si x € A, entonces
x e C. QED*

Aqui se ejemplifica un procedimiento tipi-
co usado en demostraciones informales. Ne-
cesitamos demostrar algo acerca de todos los
elementos x. Para hacerlo es suficiente dar
el argumento para un x arbitrario. El uso de
la frase ‘elemento arbitrario’ corresponde,
en el lenguaje de la légica, a introducir una
variable libre en una premisa (en este caso
la premisa es x € A4).

Ahora definimos la inclusion propia.

Definicion 4. A CB+—- ACB&A # B

Usando informalmente la notacion de llaves,
que no ha sido ain formalmente definida,
tenemos:

1,2} C {1,2,3}
pero no es el caso de que

11,2} G {1,2}.
(Aqui describimos un conjunto escribiendo
los nombres de sus elementos separados por
comas, y encerramos e} total con llaves). Los
cuatro teoremas siguientes expresan propie-
dades que se espera sean cumplidas por la
inclusion propia; las demostraciones se dejan
como ejercicios.

Teorema 7. —~(A C A)

Teorema 8. A C B——(B C 4)
Teorema 9. ACB&BCC—-ACC.
Teorema 10. A C B—- A S B.

EJERCICIOS

1. Demostrar los teoremas 7 a 10,
2 Formular la definicion 4 como una definicién con-
dicional, sin usar variables de conjuntos ‘A% ‘B, etc.

* La “transitividad de implicacion” significa precisa-
mente que de P— Q y Q — R podemos inferir que
P - R.
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3. Formular los teoremas 2 y 3 sin usar variables de
CONJuUNtos.

4. Dar una definicion formal de la nocion de indivi-
duo, siguiendo los lineamientos de la definicién 1.

§ 2.3 Interseccién, unidn y diferencia entre
conjuntes. Las propiedades elementales de
las tres operaciones binarias basicas entre
conjuntos constituyen el tema de esta sec-
cién. Usando de nuevo informalmente la no-
tacion de llaves para conjuntos, se pueden
dar algunos ejemplos simples que ilustran
esas operaciones. 8i A y B son conjuntos, en-
tonces se entiende por inferseccidn entre A
y B (en simbolos: 4 n B) el conjunto de to-
das las cosas que pertenecen tanto a 4 como
a B. Asi,

(1,2} n {23} =12}
y
{1} n {2} =0.
La unién entre 4 y B (en simbolos: 4 U B)
significa el conjunto de todas las cosas que
pertenecen por lo menos a uno de los con-
juntos 4 y B. Por ejemplo,
{112} u l2:3} = {1;2:3}

{1} u 2} = {L2].
La diferencia entre A y B (en simbolos: 4 ~
B) significa el conjunto de todas las cosas
que pertenecen a A pero no a B, Asi,

1,2} ~ (2,3} = {1}

{1} ~ {2} = {1}.

Los teoremas basicos que establecen la exis-
tencia de los conjuntos interseccion y dife-
rencia entre dos conjuntos se pueden de-
mostrar usando el esquema axiomatico de
separacién. No se puede decir'lo mismo para
la unién de dos conjuntos y por eso en este
punto introducimos el axioema de unidn, el
cual mas tarde demostraremos que es redun-
dante, en términos del conjunto completo de
axiomas introducidos en este capitulo:*

*El axioma de suma introducido luego en § 2.6 se lla-
ma a veces axioma de union. El presente axioma, que ¢s
redundante, no debe confundirse con éL
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OV (zc Cozc AV 2 B).

No usamos este axioma inmediatamente,
sino que primero desarrollamos las propie-
dades de la operacion interseccion.

Teorema 11. (EICY(Wz)(z € C

ze A&xg B).
Demostracion. E! siguiente es un ejemplo
del esquema axiomalico de separacion:

(A W)z Coxzc A&ze B).
Necesitamos ahora demostrar que C es tni-
co. Supongamos que hubiera un segundo
conjunto, £, tal que, para todo x,

zcCleozcA&ze B;
entonces, para todo x,
g€ CerzcC

y en virtud del axioma de extensionalidad,

¢ =C. Q.E.D.
El teorema que se¢ acaba de demostrar jus-
tifica formalmente la definicidon de intersec-
cion.

Definicion 5. ANB = y < (Vo) (z < y
<z d & z€ B) & y es un conjunto.
Corrientemente, la tendencia natural es es-
cribir, en Jugar de la definicion 5, la férmula

() AnB=Co (¥Ya)(zec Ce
r€ A&zxc B),

pero (1) no se traduce en variables generales
de manera satisfactoria, pues se transforma
en:

(2) z,y,z son conjuntos —(zNy = ¢z«

(Vw) (wezowcz&uwc vl

v las razones para prevenir la aparicion libre
de “z’ en la hipétesis de (2) son obvias; pues
si aparece, no podemos demostrar, por ¢jem-
plo, que 0n0 #= z para cualquier individuo z.
Notese que la regla para las definiciones
condicionales, dada en la seccion precedente,
prohibi¢ tal aparicion libre de “z°

Si las reglas dadas al comienzo de este
capitulo hubieran sido mas liberales, habria-
mos podido adoptar como definicién de in-
terseccion el teorema siguiente, que tiene la
virtud de facilitar mucho las demostracio-
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nes; pero la liberalizacion de dichas reglas
0o es aconsejable porque la no creatividad
de las definiciones llega a ser mucho menos
obvia y en muchos casos dificulta la demos-
tracion.
Teorema 12. xc AnNBozrzc A&z€ B.
Demostracion. Usando la identidad:
AnNB = AnB
y cambiando ‘ANB’ por z’ en la definicion
5, obtenemos el teorema de una vez. Q.E.D.
Los dos teoremas signientes establecen la
conmutatividad y la asociatividad de la in-
terseccion. Las demostraciones se dejan co-
mo ejercicios.
Teorema 13. ANB = BnA.
Teorema 14. (ANB)NC = An(BNnC),

Una operacion binaria es idempotente si,
cuando se efectiia entre un elemento y él
mismo, el resultado es precisamente tal ele-
mento. El teorema siguiente establece la
idempotencia de la interseccion.

Teorema 15. ANA = A.

Demostracién. Por el teorema 12,
sEANA—rzc A&z A,
pero
rC A&rC AozC A,

asi, por la definicién 5,
ANA = A. Q.E.D.

En seguida se formulan tres teoremas intui-
tivamenle obvios; s6lo se demuestra el pri-
mero.

Teorema 16. An0 = 0.
Demostracién. En virtud del teorema 12,
€ ANbozc A&z,
pero, por el teorema 1,
zg 0.
En consecuencia,
z& ANQO,

¥ puesto que el argumento vale para todo x,
por el teorema 2,

ANo = 0. Q.E.D.
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Teorema 17. ANB C A.
Teorema 18. A C B< ANB = A.

Ahora nos referimos al teorema que justi-
fica la operacion de unién entre conjuntos.
La demostracion de este teorema requiere el
uso del axioma de unién, por primera vez.

Teorema 19. (EIC)(Vx)(z € C —
z€ AV z€B).

Demostracién. Semejante a la demostra-
cion del teorema 11, pero nsando el axioma
de union en lugar del esquema axiomatico
de separacion.

Definicion 6. AUB = y & (Vx)(z€y
—zxc AV z€ B) &y es un conjunto.

Para trabajar necesitamos inmediatamente
un teorema para la operacién de unién, ana-
logo al teorema 12.

Teorema 20. xc AUB—zc AV € B.

Demostracién. Semejante a la demostra-
cién del teorema 12.

Ya que muchas de Jas demostraciones de
los teoremas concernientes a la unioén entre
conjuntos son paralelas a las que se refieren
a la interseccién, podemos descartarlas fre-
cuentemente, haciendo referencia al teorema
correspondiente para la interseccién, como
hemos hecho con las demostraciones de los
teoremas 19 y 20.

Los tres teoremas siguientes establecen la
conmutatividad, la asociatividad y la idem-
potencia de la unién.

Teorema 21. AUB = BUA,
Teorema 22. (AUB)UC = A U (BUC).
Teorema 23. AUA = A.

En los cuatro teoremas siguientes se esta-
blecen otros hechos.

Teorema 24. AUQ = A.
Teorema 25. A & AUB.
Teorema 26. A & B— AUB = B.

Teorema27. ACC&BC(C—
AUBC (.
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Ahora establecemos dos leyes distributivas
fundamentales para la interseccion y la
union; demostraremos la primera.

Teorema 28, (AUB)NC =
(ANCYU(BNC).
Demostracion. Sea x un elemento arbitra-
rio. En virtud del teorema 12,

2 (AUBNC—ozc AUB &z C,
y por el teorema 20,
rCc AUB&zcCole AveeBY &z ()
y por las leyes distributivas de la logica pro-
posicional,*
rcAvzreBdzceCo(zcAd&zcO)
Vvec B&ze ().
Usando de nuevo ¢l teorema 12,

e d&ze YV @€ B&ac ()
ze AnCV ez BnC.

Usando de nuevo el teorema 20,
2 ANCV ze BNC oo xe (ANCYU(BNC).

De la transitividad y de la equivalencia in-
ferimos:
z€ (AUBINC =z (ANCYU(BNO),
finalmente, por el axioma de extensionalidad,
(AuB)nC = (AnC)u(BnC). Q.E.D.

En la demostracion del teorema 28 se ha
empleado un artificio que se usa repetidas
veces, Para demostrar que dos conjuntos son
idénticos, comenzamos por considerar un
elemento arbitrario de uno de los conjuntos
y demostramos que pertenece a este conjun-
to si y solo si pertenece al otro. Usando el
axioma de extensicnalidad, obtenemos inme-
diatamente la identidad de los dos conjuntos.
(AnB)uC =
(AUC)N(BUC).

En seguida enunciamos el teorema justifi-
cante y la definicion de la operacion de dife-
rencia entre corjuntos.

Teorema 29.

" La ley en cuestién consiste en que de (P v Q) & R
podemos inferir (P & R) v (Q & R) y reciprocamente,
dondeP, Q,y R son formulas cualesquicra.
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Teorcma 30. (EICY(VWz)(ze€ C
zcA&za B).

Demostracion. Semejante a la del teore-

ma 11, pero tomando aqui ¢(z)como ‘s & B'.

Definicion 7. A~ B =y (¥Vx)zCy
1 A&zg B) &y es un conjunto.

Teorema3l. xc A ~ B«
zcA&zg B.

Demostracién. Semejante a la del teore-
ma [2.

El teorema siguiente asegura obviamente
el hecho de que la diferencia entre conjuntos
no es idempotente, supuesta la existencia de
conjuntos no vacios.

Teorema 32. A ~4A =0.

Demostracion. Por el teorema |,

rg 0.
Por la légica proposicional,
zc0ezc A&kxze A,
finalmente, por la definicion 7,

A~A =0 Q.E.D.

Los teoremas restantes de esta seccion es-
tablecen hechos relativos a las operaciones
de interseccion, unién y diferencia entre con-
juntos. Las demostraciones de los teoremas
se obtienen facilmente siguiendo un método
parecido al que se us6 para el teorema 28.
Como con ese teorema, las demostraciones
dependen del aprovechamiento de propieda-
des formales de las conectivas proposiciona-
les, analogas a las propiedades formales
enunciadas en los teoremas. Aqui se da so-
lamente la demostracion del primero de esos
teoremas.

Teorema 33. A~ (ANB) = A~ B.
Demostracion, Sea x un elemento arbitra-
rio. Entonces,
rcd~({(AnNB)—rcA&=-(x€ ANB)
por el teorema 31
—rc A&=-{xrc A&kreB)
por el teorema 12
czc A& @AV g B)
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Por logica proposicional
cxcA&krg AV (zc A&kza B)

Por logica proposicional

oz A &z ¢ BPor logica proposicional

QE.D.

Se ha adoptado aqui un estilo staccato, que

consiste en exhibir una serie de equivalen-

cias y que es semejante al usado frecuente-

mente para una cadena de identidades. Al-

gunos lectores pueden hallar mas claro este

método de presentacién que el més prolijo
que se usé en la demostracion del teorema 28.

AN{A~B) =A~B.
(A~B)UB = AUB.

Teorema 34.
Teorema 35.

Teorema 36. (AUB)~B = A~ B,
Teorema 37, (AnB)~B = 0.
Teorema 38. (A~ B)nB = 0.
Teorema 39. 4 ~ (BUC) =
(A~B)n(A~0).
Teorema 40. 4 ~ (BnC) =

(A~Byu(A~C).

En la teoria de conjuntos de von Neu-
mann, el universo ¥, que es la clase de todos
los conjuntos, existe. El complemento ~ A
de un conjunto A puede definirse como

~A =V~A,
Pero esto no es posible en la teoria de con-
juntos de Zermelo-Fraenkel y puede ser de
interés ver con algan detalle por qué no.
Analogamente a los teoremas justificantes
de las definiciones de las tres operaciones ya
consideradas, necesitariamos demostrar:

() EB)(V2)zcBozgd)
y entonces definirfamos la complementacion
asi:
2) ~A=yeo(Vileyeozg d)
&y €s un conjunto.

Supongamos ahora que fuera posible demos-
trar (1). Sea A = 0; entonces,

3 (EIB) (V)= B),
esto es, B es el conjunto universal al cual
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todo objeto pertenece; pero con B a la mano,
el esquema axiomatico de separacion se re-
duce al esquema axiomadltico de abstraccion
tomando 4 como el conjunto universal B, y
se puede deducir la paradoja de Russell co-
mo en § 1.3. Concluimos que (1) no puede
demostrarse y la definicién (2) es imposible
en la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraen-
kel. Se puede formalizar un aspecto de esta
discusion, en el atil resultado de que no exis-
te un conjunto universal. Como se acaba de
indicar, la demostracion de este teorema si-
gue el método de argumentacién de la pa-
radoja de Russell, por una reductio ad absur-
dum.

-(FA)NV)(z € 4).

EJERCICICS

Teorema 41.

I Demostrar los teoremas 13 y 14

2. Demeostrar los teoremas 17 y 18,

3. Demostrar los weoremas 21, 22 y 23.

4. Demostrar los teoremas 24, 25, 26 y 27,

3. iPuede darse un ¢jemplo de una operacién de la
aritmética ordinaria que sea idempotente?

6. Demostrar el teorema 29.

7. Demostrar los teoremas 34, 35 y 36.

8. Demostrar los teoremas 37 y 38.

9. Demostrar los teoremas 39 y 40.

10. Dar una demostracién detallada del teorema 41.

11 Hallar una identidad que sirva luego como defini-
cion de interseccion en términos de diferencia.

12. Definamos la opcracion de diferencia simétrica por
medio de la identidad:

A+ B=(A~BYU(B~ A).
Demostrar:
(a) A+0=4
by A+B=8B~+
(c) (A+B)+C=A+(B+C)
dy An(B=C)=(ANB) + (4ANC)

() A~BCA+ B

() A=BoA+B=

(g A+C=B+C—A=B

(h) Hallar una identidad que sirva luego como defini-
cién de diferencia,en términos de diferencia simé-
trica e interseccion.

§ 2.4 Axioma de apareamiento y parejas or-
denadas. Los tres axiomas considerados has-
ta ahora nos permiten demostrar la existen-
cia de solamente un conjunto: el conjunto
vacio. Ahora introducimos un axioma que
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establece que, dados dos elementos cuales-
quiera, esto es, dos conjuntos o individuos
cualesquiera, podemos formar el conjunto
que consta de esos dos elementos. Este axio-
ma se llama usvaimente el axioma de apa -
reamiento:

(FANVIzE Ao z=2V 2z=1y)

Si quisiéramos hacer del axioma de union
una parte mis integrante de nuestro sistema,
podriamos reemplazar el axioma de aparea-
miento por un axioma mas débil, segiin el
cual el conjunto unitario consistente en cual-
quier elemento, existe. El axioma de aparca-
miento se sigue de considerar la union de
dos conjuntos unitarios. Sin embargo, como
va se ha observado al final del capitulo I,
queremos demostrar hacia el final de este
capitulo que el axioma de unién se puede
deducir del axioma de apareamiento y del
axioma de suma, el cual no ha sido introdu-
cido atn.

Para preparar la definicién de conjuntos
de dos elementos tenemos el refuerzo usual
del axioma, como se expresa en el siguiente
teorema.

Teorema 42, (El4)(V2)(z€ A &
z=zVz=1y).

Demostracién. Semejante a la del teore-
ma 11,
Definicion 8. {2,y = weo (V)€ w
oz =2V z=1y) & w es un conjunto.

Ahora se tiene ¢l teorema de costumbre.

Teorema 43. z¢ {ry} —z=zVz =y.

Demostraciéon. Semejante a la del teore-
ma 12.

Un teorema menos trivial pero también util
sobre parejas no ordenadas es el siguiente.
Teorema 44. {z,y) = {up} — (z =
uky=v)VEg=v&y=u)

Demostracién. En virtud del teorema 43,

ue fupl.

cap. 2

Por la hipotesis del teorema,

uelzyl-
En virtud del teorema 43, de nuevo,
n wu=zxVu=1y
Con argumentos semejantes,
@ v=zVov=y,
(3} r=uVzr=u1
(C))] y=uVy=muwn

Ahora podemos considerar dos casos.

Caso 1. x = y. Entonces, en virtud de (1),
x = u y en virtud de (2), y = ».

Caso 2. x == p. Envistade (1), 0 x = u,
o bien, y = u. Supongamos x = u. Entonces,
» = u; por (3), x = v. Por otra parte, supon-
gamos y % u. Entonces, x = u y por (4),
y = Q.E.D.

Conviene, para uso subsiguiente, definir
conjuntos unitarios, ternas y cuaternas. Es
evidente la naturalidad de las definiciones.

Definicién 9. |z} = {2z}
{zy2} = {zylule)
ryewl = {2y} Ulzw}.

Como corolario inmediato del teorema 44,
tenemos un teorema intuitivamente obvio,
con respecto a los conjuntos unitarios. La
demostracion se deja como ejercicio.
Teorema 45. {z} = [y} -z = ».
Ahora estamos en situacion de definir pa-
rejas ordenadas en términos de conjuntos
unitarios y duplas no ordenadas. Esta defi-
nicién fue histéricamente importante para
reducir la teoria de relaciones a la teoria de
conjuntos y se debe a Kuratowski (1921);
pero la primera definicién que permitié esta
reduccidn se encuentra en Wiener (1914).

Definicion 10. {z,y) = {{z}, {zy}}.

Dentro de la teoria de conjuntos, como ve-
remos en ¢l capitulo siguiente, las relaciones
se definen como conjuntos de parejas orde-
nadas. Sin algo a mano, como la presente
definicion, es imposible desarrollar la teoria
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de relaciones, a menos que la nocion de pa-
reja ordenada se tome como primitiva. Esen-
cialmente, nuestra Gnica intuicion acerca de
una pareja ordenada es que es una entidad
que representa dos objetos en un orden dado.
El siguiente teorema establece que la defini-
cién 10 es adecuada con respecto a esta idea;
a saber, dos parejas ordenadas son idénticas
solamente cuando el primer elemento de una
es idéntico con el primer elemento de la otra
y en forma semejante para los segundos ele-
mentos.
Teorema 46. {x,y) = {up)—
T =u&ky=n0v

Demostracién. En virtud de ia definicion

10 y de la hipdtesis del teorema,

Hal, fzpl] = {{ul, fupl).
Por el teorema 44,
() (=} = {u} & {zy) = tup)) v ({2}
= {uel & lzyl = {u)).

Supongamos que subsiste la primera alter-
nativa de (1). Entonces, ya que

le} = tul,
por el teorema 45
T =,
y por el teorema 44 yla suposicién de que
zy) = luy)
y=1,
que establece el resultado pedido.

Supongamos ahora que subsiste la segun-
da alternativa de (1). Entonces, puesto que
{z} = {z,z}, por el teorema 44,

r=u&z =0,
v en forma similar,

z=u&y=u
Por consiguiente,

Q.E.D.

Las parejas ordenadas desempefian un pa-
pel muy importante en la seccion de este ca-
pitulo que trata de productos cartesianos y

z=u&y=uv
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en el capitulo siguiente que trata de relacio-
nes y funciones.

EJERCICTOS

1. Demostrar ¢l teorema 45,
2. Demostrar que
z=y—{zy) = {i=}}.
3. (Es siempre verdadero que si {x,,2} = {X,).w},en-

tonces z = w?
4 Demostrar, usando la demostracién de un teorema

como el 46, que ¢s-adecuada la siguientie definicion de
parejas ordenadas:

(zy) = {{=0}, {v {O}}}.

§ 2.5 Definicién por abstraccién. En mu-
chas ramas de la matematica moderna se
acostumbra usar la notacién:

{z: olx)}

para designar el conjunto de todos los obje-
tos que tienen la propiedad ¢. Por ejemplo,

{z: z > 2]

es ¢l conjunto de todos los niimeros reales
. .
mayores que \/2; como otro ejemplo,

{z:1 <z < 4 &zesunentero} = (2,3},

Debemos aclarar por qué el uso de esta no-
tacion se llama definicicn por abstraccion.
Comenzamos por considerar alguna propie-
dad, tal como ser mayor de /2 y abstrae-
mos de esta propiedad el conjunto de todas
las entidades que tienen la propiedad.
Nuestro objetivo es dar una definicion for-
mal de esta operacion de abstraccion, pero
debe observarse que para definirla no esta-
mos introduciende un nuevo simbolo de re-
lacion, ni de operacion, ni de constante
individual. Lo que estamos introduciendo es
un operador que proporciona un nuevo me-
todo de ligar variables. Asf en la expresion

fz:2 > 2}
la notacion
f—:—1

liga la variable “x’,
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Esquema de definicién 11.
F:e(@)] =y = (Vo) (zcy o olz)) & y €3 un
conjunto] V [y = 0 & -(AB)(Vz)(xcB

< p(zh].
De la definicién se desprende claramente
que {z: ¢(z)} es un conjunto. El quid del se-
gundo miembro de la disyuncién del defi-
niens es hacer {z: ¢(x)] igual al conjunto
vacio, si no hay conjunto no vacio que tenga
como elementos precisamente aquellas enti-
dades con la propiedad ¢. La manera de
traducir las férmulas en las cuales las varia-
bles de conjuntos estin ligadas por abstrac-
cién es inmediata. Asi, la formula esquema-
tica

{A: o(4)}
se traduce,

{2: zes un conjunto & ¢lz)}.

Hay muchos esquemas teorematicos intui-
tivamente obvios, acerca de la operacion
abstraccion, algunos de los cuales formula-
mos y demostramos en seguida.

Esquema teoremdtico 47. y < [x: o(x))
— oy
Demostracién. Si y € {2: ¢(x)}, entonces
{z:o(2)} = 0,
y,por el esquema de definicion 11,
¥ € iz elm)} « oly);

podemos concluir, a partir de la hipotesis
del teorema, @(p). Q.ED.

Teorema 48, A = (z:xc A}.
Demostracién. Es una verdad logica que
(Vr)zc A=z A)

Asi que, tomando ¢(x) en la definicién 11
como ‘&€ A’, obtenemos el teorema direc-
tamente. Q.E.D.

Teorema 49. 0 = {z:z == z}.
Demeostracién. Supongamos que hubiera
un y tal que

yeizz = xl.

CAP. 2

Entonces, por ¢l teorema 47,

1 Y=y,
lo que es absurdo. Q.E.D.
Semejante al teorema 41, tenemos también:

Teorema 50. 0 = {z:z = z}.

Podemos demostrar como teoremas, for-
mulas sencillas que podrian usarse para de-
finir interseccion, unién y diferencia entre
conjuntos.

Teorema 51. ANB={z:2c A &z Bi.

Demostracién. Usese el teorema 11 yla
definicion 11.

Teorema 52, AUB = {z:zcC AV
z & Bl.

A~B=f{e:zecC A
& x g BJ.

Un punto de interés metodolégico es que,si
estos tres ultimos teoremas se usan ¢omo
definiciones de las tres operaciones, no se
requiere teorema justificante previo a la de-
finicién. (Notese que no se exige tal leorema
en la regla para definir simbolos de opera-
cién por identidades en § 2. 1) Por la defi-
nicién 11 sabemos que si el conjunto de
elementos intuitivamente apropiados ne
existe, entonces el resultado de efectuar la
operacion es el conjunto vacio. Sin embar-
g0, para hacer un trabajo serio con las ope-
raciones, necesitamos la existencia del con-
junto intuitivamente apropiado, lo cual, en
otras palabras, significa que los teoremas
justificantes vienen después en lugar de an-
tes de la definicion. Esto se ilustra més ade-
lante en § 2.7. Las definiciones gue no
necesitan un teorema justificante se llaman
frecuentemente /ibres de axioma.

En lo que sigue, es conveniente tener una
forma de definicion por abstraccion, mas
flexible que la proporcionada por la defini-
cién 11. En particular, queremos estar en po-
sibilidad de poner términos complicados an-
tes de los dos puntos en lugar de variables
singulares, simplemente. Por ejemplo, en § 2.8

Teorema 53.
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definimos el producto cartesiano entre dos
conjuntos por medio de:

(1) AXB={@zy:rcd&yecBl},
pero sobre la base de la definicién 11 nece-

sitamos reemplazar (1) por la expresion mas
complicada:

AXB={z: Ay)(I)(yc A
&kzeB&z =}
En el estilo de la definicién 11, tenemos:

Esquema de definicién 12.

fr(zy, .o xa)io(@y, .. ma)} = {y:(32) . ..
Az)y = (2, 0005t & olzy, ... ,2))).

Es evidente que los esquemas de definicion
11y 12 difieren de las otras definiciones in-
troducidas antes, en que estos dos son es-
quemas que deberian tener una formulacion
meta-matematica. Por ejemplo, la definicion
12 podria darse en la forma siguiente:

Si () vy, - « - ;va, w sOn variables diferen-
tes cualesquiera, (ii) (v, . . . vn) es cual-
quier término en el cual no aparecen
variables ligadas y aparecen libres exac-
tamente ¥y, ... ,va, y (ili) w no aparece
en la férmula ¢, entonces es vdlida la
identidad

lvﬂ): 4"} = {W: (3\'1) e (avn) (W
=1y, .. va) &)}

Las cldusulas (i) a (iii) aclaran las restriccio-
nes impuestas a la definicién 12. Realmente
no €s necesario exigir que 7 no tenga varia-
bles ligadas y en algunos contextos ello po-
dria ser inconveniente, aunque No se presen-
tan tales casos en este libro. Cuando se use
la definicion 11 o ia 12, nos referiremos a
ellas usualmente, diciendo definicién por abs-
traccidn, en lugar de usar los nameros que
les estdn asignados. Cerramos esta seccion
con un esquema teorematico que expresa la
importante idea de que las propiedades equi-
valentes son extensionalmente idénticas. La
demostracion se deja como ejercicio.

{rlvy, . - .

Esquema teoremiatico 54. (Vzx){p(z)
= 0() = {ziele)} = {2 ¥ (@)}
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EJERCICIOS

1. Para efectos de completa claridad, e esquema de
definicion 11 deberia estar precedido por el siguiente leo-
TEéma:

(EW({V2) (z€y e o(z) &yisaset) V (y
= 0 & -(AB)(Vz)(zEB & ¢(=)))].

2. (Por qué en ¢l teorema 47 no se¢ puede reemplazar
el signo de implicacion por uno de equivalencia, «»?

3. Demostrar el teorema 50.

4. Dar una demostracion detallada del teorema 51.

5. Demostrar los teoremas 52 y 53.

6. Definir por abstraccién el conjunto no ordenado de
dos clementos.

7. Demostrar el teorema 54.

8. Dar un contra-cjemplo del siguiente;

(V) (ple) = T@)) = {r: 0(z)} S fo: T()}.

9. Los teorcmas 49 y 50 sugieren el siguiente principio:

(V) {p) o =2 (@) > |z 0@} = {2 T}
Si es verdadero, demostrarlo; si no, dar un contra-ejem-
plo.

§ 2.6 Axiome de suma y familias de con-
juntos. El axioma de suma, que es la base de
esta seccion, postula la existencia de la unién
de una familia de conjuntos.* Para ilustrar
la notacion, sea

A = {{1,2}, {2,3}, {4}, Jane Austen}.
Entonces,
U4 = {1,2,3,4}.

Aqui, 4 es una familia de conjuntos, junto
con un individuo. La unidn 0 suma de 4 (en
simbolos 1 A) es el conjunto de todas las
cosas que pertenecen a algin elemento de A.
Notese que cualquier individuo contenido en
A esta fuera de U 4. Para determinar U A
necesitamos considerar solamente aquellos
elementos de A4 que son conjuntos no vacios.

La definicién formal usa la notacién de
abstraccién introducida en la seccion prece-
dente.

Definicion 13. U4 = {z: (IB)zc B
&Be A)).
Sabemos, por las caracteristicas de la defini-
* La palabra ‘familia’ es un sindénimo comidn para ‘con-

junto’; las expresiones familia de conjuntos y conjunto de
conjunios se usan indistintamente,
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cién por abstraccidm, que si el conjunto
apropiado de elementos no existe, entonces
U 4 es simplemente el conjunto vacio. Sin
embargo, para cualquier trabajo serio con la
union de una familia de conjuntos, necesita-
mos la existencia de un conjunto intuitiva-
mente apropiado. Para este fin introducimos
el axioma de suma:

AN (V2)(z€ C— AB)(zc B& B 4)).

Tenemos, de una vez, COmo una consecuen-
cia del axioma y de la definicién de U 4, el
teorema deseado:

Teorema 55. 2z U4
(AB)zc B& B A).

Las propiedades elementales mas obvias
de la operaciéon U se establecen en los si-
guientes teoremas. Algunas de las demostra-
ciones se dejan como ejercicios.

Teorema 56. U0 = 0.
Demostracion. Por ¢l teorema 1,
—(3B)(B € 0).

Por consiguiente, por ¢l teorema 33, para
todo x,

zeg U0. Q.E.D.

Teorema 57. U{0} = 0.
Demostracién. Si B ¢ {0}, entonces
B =0
Yy entonces
z¢ B.

En consecuencia, por el teorema 55, para
todo x,

zg U{0}. Q.E.D.

Si se hubiera postulado que no hubiese
individuos, esto es, que todo objeto es un
conjunto, podriamos demostrar que,si U A4
= 0, entonces, o bien 4 = 0, ¢ bien 4 = {0}.
Asi, las sumas de muchos conjuntos diferen-
tes pueden ser vacias; en verdad, la suma de
cualquier conjunto cuyos elementos son tini-
camente individuos y el conjunio vacio.
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Teorema 58. U{d}] = A.
Teorema 59. U{4,B} = AUB.

Demostracion. En virtud de la propiedad
fundamental de duplas no ordenadas, siC €
{4, B}, entonces

C=4VvC(C=828
Por el teorema 55,
() z€ U{ABl—zc AV zcB,
y la inferencia deseada es obvia, a partir
de (1) Q.E.D.
Teorema 60. U(AUB) = (UA} U (UB).
Demostracion.
2€ U(AUB) « (AC)(z C & Cc AUB),
Por el teorema 55
S @Az C&CecA)V (2 C&CEB)),
Por el teorema 20 y la logica
proposicional.
o AOeC&Ce AV Az C & CC B),
Por la légica cuantificacional *
ezclUdvee UB
por el teorema 53
—ozcUAu UB
por el teorema 20
Q.E.D.
Teorema 61. ACB — UAZUB.
Demostracién.

gcUAd (@A (zeC&Cc A)
por el teorema 55,

—= (A z< C & Ce B)
por la hipotesis del teorema,
por el tecrema 55,
Q.ED.
Teorema 62. A< B—ACUB,

—ze UB

*Claramente, de (Jv} (P V Q) podemos inferir (Je)P
V (3v) Q, y teciprocamente .
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Teorema 63. (YA(A&B—ACC)—

UBCC.
Teorema 64, (WA AcB—ANC=0)
—(UBnc=20.
Teorema 65. U{z,y) = {z}.

Demostracion.

por definicion de parejas ordenadas

{z}ulzyl
por el teorema 59,

I

= oy} Q.E.D.
Teorema 66. U U{(A,B) = AUB.

Nos referimos ahora a la definicion y pro-
piedades de la interseccidn de una familia de
conjuntos. El contenido intuitivo de esta no-
cion debe ser claro, a partir de las discusio-
nes de la unién. Si, como antes,

4 = {{1,2}, 12,3}, {4}, Jane Austen}

entonces
N4 =0,

puesto que no hay ninglin nimero comiin a
todos los conjuntos que son ¢lementos de 4.
Como un segundo ejemplo, si

B = {{12}, {23}},

entonces
NB = {12} n {2,3} = {2}.

Los desarrollos formales que siguen requie-
ren un pequeiio comentario.

Definicién 14. N4 = {z: (VBY(Bc 4
-z B)l.

No hay ningin teorema relacionado con la
definicién 14 de la misma manera que el
teorema 55 lo esta con la definicién 13, o
sea que no podemos demostrar:

() z€ N4 o (VB)(BCA—zcB),
y la razén es obvia. Si 4 no tiene conjuntos
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como elementos, entonces el miembro de la
derecha de (1) es siempre verdadero y todo
x debe ser un eiemento de M A4. Pero no
hay conjunto alguno que tenga toda entidad
x como elemento, hecho que se establece
por el teorema 41. Lo que estamos en capa-
cidad de demostrar es el resultado mas res-
tringido:
Teorema 67. zc NA — (VB)BcA

—z& B) & (3B)(Bc A).

Demostracion. [Necesidad]. Por hipétesis,
z& NA. Por consiguiente,NA 0. Asi que,
en virtud de la definicién 14 y de las propie-
dades generales de la definicién por abstrac-
cidn, inferimos que

(1) z€NA—(¥YBYBcA—zecB).
Hagamos ahora la suposicion de que

(2) —-(3AB)}(B € 4).

Entonces ¢s verdadero vaciamente que

(VBYBcAd—=zcB),
de lo cual podemos inferir
(3) (VBB A »z& B)—zx =1

Las equivalencias (1) y (3) permiten decir
que, para todo x,

z€e NAdeo =2z,
en consecuencia, por el teorema 54,
frize DAY = {z: 2 = 2},

pero en virtud del teorema 48, el miembro de
la izquierda es 1A y por el teorema 50, el
miembro de la derecha es el conjunto vacio;
de modo que inferimos,

NA =0

lo que contradice la hipétesis segun la cual
r € N Ay demuestra que nuestra suposi-
cidon (2) es falsa.

[Suficiencia]. Por hipoétesis, existe un con-
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junto, digamos B *, que es un elemento de A.
Entonces, podemos aplicar el esquema axio-
matico de separacién para obtener:

4) @OV zeCeoze B*&(VE)
(B€ A— =z B).

Y por el hecho de que z € B * se sigue de
B* € A,y la otra parte de nuestra hipoiesis,
a saber, que

(VB)(Be 4 > ze B),

inferimos de (4) que

5 (ACHV )z e C o (VBYBC A
— z € B)).

Que z € N A se sigue de (5), la definicion
de NA y las condiciones de definicion de
las definiciones por abstraccion. Q.E.D.

En esta demostracién se ha usado una no-
tacion entre paréntesis rectangulares, que
conviene frecuentemente, para demostrar
una equivalencia. Consideramos la formula
que es el miembro de la derecha de la equi-
valencia que establece una condicién nece-
saria y suficiente para que valga la formuta
que estd a la izquierda. Asi, si queremos
demostrar un teorema de la forma P Q,
establecemos que Q es una condicion nece-
sariz para P suponiendo P y deduciendo
Q. Establecemos que Q es una condicidn
suficiente para P deduciendo P a partir
de Q.

El orden de desarrollo de esta seccidn es
algo falaz. La demostracién del teorema 67
no depende del axioma de suma y !a teoria
elemental de la operacion N podria haber
precedido a la consideracion de este axioma.

Teorema 68. N0 = Q.

Demostracion. Supongamos que N0 = 0.
Entonces, existe un x en NO; por el teore-
ma 67 existe un conjunto B € 0, lo que es
absurdo. Q.E.D.

Es importante observar que en la teoria
de conjuntos de von Neumann, la cual ad-
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mite conjuntos que no son elementos de nin-
gan otro conjunto, o sea, clases propias, el
simbolo de operacion ‘N’ se define de tal
manera que ¢l teorema 68 es falso. En efec-
to, el teorema es,

N no =1y,
donde V es el universo, esto es, la clase pro-
pia que tiene como elementos todas las cosas
que son elementos de algo. La diferencia ra-
dical entre (1) y el teorema 68 hace resaltar
el caracter ligeramente artificial de cualquier
forma de teoria axiomdtica de conjuntos.
Intuitivamente, (1) puede parecer preferible
al teorema 68, pero (1) conlleva la admision
de clases propias, lo cual aparece mas bien
grotesco desde el punto de vista de la teorfa
de conjuntos intuitiva e informal.

Teorema 69. {0} =0.

Demostracién. Supongamos que hay un
elemento x en N{0}. Entonces, en virtud de
la definicion 14,z € 0, lo que es absurdo.

Q.E.D.

Los cuatro teoremas siguientes, lo mismo
que los dos anteriores, se refieren a la inter-
seccion de familias de conjuntos, extrema-
damente simples. Dos de las demostraciones
se omiten.

Teorema 70.
Demostracion. Si

z€ N{4},

entonces, ya que 4 &€ {4}, por la definicion
14,

ni{d} = 4.

ze A.

Por otra parte, si x € A,entonces, ya que pa-
ra todo B en{A}, B = A, por el teorema 67,
ze N{A}. Q.E.D.
Teorema 71. N{A,B} = AnB,
Teorema 72. N{zy = {z}.
Teorema 73, NN{4,B) = A.

Demostracion. En virtud del teorema 72,

N(4,B) = {4},
y en virtud del teorema 70,
Niat = A Q.E.D.
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En seguida estdn cinco implicaciones gene-
rales telativas a intersecciones de familias de
conjuntos.

Teorema 74. ACB & (ACHC < A)
— NBC NA.

Demostracién. Sea x un clemento arbitra-
rio de NB. Entonces, para tode C € B, de-
bemos tener:

ze C,

pero la hipotesis del teorema nos asegura
que si C € Aentonces € € B. Por consiguien-
te, para todo ¢ € A, debemos tener: z€ C;
asi, ze NA, el resultado pedido. Q.E.D.

La explicacién rigurosa de por qué se requie-
re la condicion (AC)(C' € A} en la hipotesis
del teorema 74, se deja como gjercicio.

Teorema 75. A< B— NBCA.

Teorema 76. ACc B& ASC — NBCC.

Teorema 77. A€ B&ANC =0—
(NB)NC = 0.

Teorema 78. (ACYHCc A) & ADYD €
B)— N(AUB) =
(NA4) n (NB).

Demostracion.

z€ N(AUB) = (VO CEC AUB -z ()
Por el teorema 67 y la
hipotesis del teorema
> (VO(CeEAVCe€B—ze(),

Por el teorema 20

SWOICed—2ze Q) &{(CC Bz 0)]

Por la logica proposicional

— (VO EA—2c )& (VD)
(Ce B—ze Q).

Por la 16gica cuantificacional *

* Claramente, a partir de (Wv)(P & Q) podemos infe-
rir (wv)P & (Wv)Q, v reciprocamente.
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ozc NA &ze NB Por el teorema 67 y la
hipotesis del teorema

—rzec{NA) n(NB) Por el teorema 12,

La formulacién rigurosa del teorema 78 es
sensible a la forma en que la teoria axioma-
tica de conjuntos sea usada. Si se admiten
clases propias y N0 = V, entonces ¢l teore-
ma se formula incondicionalmente:

N{AuB) = (N4) n{(NB).

Si el esquema usado es la teorfa de conjuntos
de Zermelo, sin individuos, entonces la for-
mulacion es simplemente,
() A=0&B»=0— N(AUB) =
(N4) n(NB).

La teoria de conjuntos de Zermelo con indi-
viduos requiere la formulacién dada en el
teorema. La inexactitud de (1), para nuestro
esquema de desarrollo, se ve tomando

A {Euler} =0
B = {{Euler}} = 0.

il

Entonces,
N4A=0

4

y por consiguiente,
(N4) n(NB) =0,
pero
N{AUB) = {Euler} = 0.

El siguiente grupo de teoremas incluye
tanto unién como interseccion de una fami-
lia de conjuntos.

Teorema 79. NA < UA.

Demostracién. Si z& N4, entonces, por
el teorema 67,
(1) (VB)B€ A—2c B) & (AB)(B € A).

Se sigue de (1) que
(IBYBE A&z B),

por consiguiente, por el teorema 55,z UA.
Q.E.D.
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Teorema 80. UN (4,B) = A,
Teorema 81. NU {4,B) = A NB.

En muchos contextos matematicos, en
lugar de U4 y NA se usa a menudo la no-
tacion,

(n o
Yy
@ il

En realidad es conveniente una notacion mas
flexible que (1) y (2}, en los capitulos finales
para el desarrollo de la teoria de numeros
ordinales. Al introducir en este momento el
esquema de definicién apropiado, usamos la
expresion ‘r(x)’ para un esquema de térmi-
nos del mismo modo que hemos usado “p(x)’
para un esquema de formulas.

Esquema de definiciéon 15,
(a)é—if(.'t) = Uly: (3F)(y = r(a) &z 4)}

®)N () = Ni{y: T}y = «(z) &z € A)}.
A

Asi, sid=1{1,23}y +(x)={z} U {4],entonces
.’vEL:JAT(x) =U 1 {134}1 {2:4}1 {314:;}

= {1,234}

N r(z) = {4}.
A

Se usan frecuentemente otras notaciones
diferentes de las anteriores para unién e in-
terseccion de familias de conjuntos, pero no
se presentaran formalmente. Por ejemplo,

Uz = Ufz:e(@)}.
oD

Desde el punto de vista logico hay una
gran diferencia entre las definiciones 13 y
14, por una parte y la definicion 15, por la
otra. Las dos primeras introducen simbolos
de operacion, mientras que la definicion 15
introduce un operador que proporciona una
nueva manera de ligar variables y bajo este
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respecto puede agruparse con las definicio-
nes 11 y 12.

Formulamos, sin demostracion, algunos
teoremas relativos a las nociones introduci-
das por la definicién 15. Notese que estos
teoremas, como el teorema 78, establecen
leyes distributivas generales e importantes.
En los ejercicios se dan algunos resultados
adicionales.

Teorema 82. Uz = UA.
% |
Teorema 83. Nz = NA4.
zE A
Teorema84. 4 nUB=U(4 nC).
ceB
Teorema 85. (ADY D B)—-AUNB=
N (AuC).
cea

Finalmente, concluimos esta seccion de-
mostrando que el axioma de unién es redun-
dante. Ya que este teorema no es relativo a
conjuntos sino a nuestros axiomas particula-
res de la teoria de conjuntos, lo sefialamos
cOmo un meta-teorema, O sea, ufl teorema
meta-matematico.

Meta-teorema 1. El axioma de union es
deducible del axioma de exrensionalidad,
el axioma de apareamiento y el axioma
de suma.

Demostraciéon. Dados dos conjuntos cua-
lesquiera, A y B, por el axioma de aparea-
miento tenemos el conjunto

{4,B}.
Ahora z U{A4,B)}
—(3D)(D e {4,Bl&xc D)
por el teorema 55
~@D)(D=AvD=B&zcD)
por el teorema 43
e ze AV zEB por la logica cuantificacional.
A partir de las equivalencias anteriores, es
s6lo cuestion de 1égica cuantificacional de-
ducir que
ANVl =z AV 2z B),
que es precisamente el axioma de union.
Q.E.D.
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En relacion con la demostracion anterior,
es facil constatar que los tecremas 43 y 55
dependen de no mas de los tres axiomas
mencionados. La identificaciéon precisa de
los puntos en los cuales se requiere el axio-
ma de extensionalidad se deja como gjerci-
cio.

EJERCICIOS

1. Dadoque A = {{1,2}, {2,0}, {1,3}},
hallar U 4, 4, NUA.

2. Dadoque 4 = ({{1,2}, {1}}, {{1.01}},
hallar U4, N4, UU4, NN4, UN4, NUA.

3. Determinar un conjunto especifico 4 que sirva co-
mo contra-ejemple a la asercién general

NA=0—-4=0vA4={0].

4. Determinar conjuntos especificos 4 y B que sirvan
como conira-gjemplo a la asercion general

Na nNB="NN0B).

5. Dar una definicion de U A por medio de una equi-
valencia, sin usar la notacién de abstraccion.

6. En el documento original de Zermelo {1908] €l de-
finio ‘[’ de tal manera que si A4 tiene un individuo como
uno de sus elementos, 1A = 0. Formular de nuevo la
definicion 14, para estar de acuerdo con la de Zermelo y
demostrar, por medio de contra-ejemplos, cuiles de los
teoremas de esta seccién no son vélidos cuando se usa
esta definicion revisada.

7. Demostrar el teorema 38,

8  Demostrar los tcoremas 62, 63 y 64.

9. Demostrar el teorema 66.

10. Demostrar los teoremas 71y 72.

11. Con respecto a la parte existencial de la hipotesis
del teorema 74, demostrar, por medio de un ejemplo, que
si esa parte se omite, ¢l enunciado resultante no es un
teorema.

12 Demostrar los teoremas 75, 76 y 77.

13. Demostrar los teoremas 80 y 81.

14, Demostrar que

0E€CA—-NA=0.

15 Demostrar que
(VONCE€A—(ADYDEB & CC D)—UACUB.

16. Demostrar los teoremas 82 y 83.

17. Demostrar los tcoremas 84 y 85.

18. Demostrar que (1 ({z} ~ B) = N {z} ~B.
€A zeA
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19 Explicar en cuales puntos de la demostracion del
meta-teorema | se requiere ¢l axioma de extensionalidad,

§ 2.7 Axioma del conjunto potencia. En
esta seccion tratamos de la nocién del con-
junto de todos los subconjuntos de un con-
junte dado. Este conjunto se llama conjunio
potencia del conjunto dado. El nombre “con-
junto potencia” tiene su origen en el hecho
de que si un conjunto A tiene n elementos,
entonces su conjunto potencia (en simbolos:
®A) tiene 2 "elementos.

Para ilustrar esta nocién, si

4 = (1,2},
entonces

Debe ser intuitivamente claro que, como en
este ejemplo, el conjunto vacio es un elemen-
to del conjunto potencia de cualquier con-
junto; atn mas, cualquier conjunto es un
elemento de su propic ‘conjunto potencia.
La definicién formal apropiada, es obvia.

Definicién 16. ®A = {B: B C A}.

Esta definicion es libre de axioma en el mis-
mo sentido que lo son las definiciones 13 y
14, pero para demostrar el tecrema requeri-
do que concierne a ®4, se necesita el axio-
ma del conjunio potencia que garantice la
existencia del conjunto intuitivamente apro-
piado:
@AB)(VCHCE B C & A).

Es importante notar que podriamos haber
tomado la formulacion mas débil {(3B) (v C)
(€< A — C &€B)Y yluego haber usado el
esquema axiomatico de separacién para ob-
tener el presente axioma. Podemos demos-
trar inmediatamente,

Teorema 86. B oA o> B C A.

Demostracion, Usar la definicidn 16, el
axioma del conjunto potencia y las propie-
dades de la definicion por abstraccién.
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Teorema 87. A< ®A.
Demostracion. Por el teorema 5,
ACA,
por consiguiente, por el teorema 86, obtene-
mos el resultado pedido. Q.E.D.
Teorema 88. 0 @A.
Teorema 89. 0 = {0}.
Demostracién. Puesto que 0 & O,
0< ¢0.
Adema4s, si A € @0, entonces, por el teore-
ma 86,
ACO,

pero, por el teorema 4,

4 =0. Q.E.D.

Teorema 90. ¢®0 = {0, {0}}.

Hay sélo cuatro teoremas adicionates re-
lacionados con conjuntos potencia, que que-
remos formular en esta seccién.

Teorema 91. 4 ; B e ¢A C @B,
Demostracion. [Necesidad] Si C & ®4 en-
tonces, por el teorema 86,
CC A,

por nuestra hipétesis,
CC B,

en virtud, de nuevo, del teorema 36,
Ce ¢B.

[Suficiencia]. Por el teorema 87, A € @A,
y por nuestra hipotesis de que @4 C @B,

Ac @B,

pero, por el teorema 86, A € B. Q.E.D.

Teorema 92. (®A) U (@B) C ®(AUBRB).
Demostracion.
Ce(eA) U{(PB)>Cc ®AV C € ¢B
—=CC AV CCEBRB
—-CSA4UB
—Cg ®4 U B).QED.

Debe ser obvia la justificacion de los pasos
de esta demostracion.
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Teorema 93. ®(ANB) = (@A) N(EB).
Teorema 94, ®(4A ~ B) € (@A) ~
(®B)) U {0}.
EJERCICIOS

1* Hallar: @ { Arquimedes },
@®® ¢ Arquimedes ),
® (¢ Arquimedes, Newton },0}.

2. Hallar
FEEO.
3. Demostrar los teoremas 88 y 90.
4. Demostrar el teorema 93,
5. Decmostrar el teorema 94,

6. Dar contra-ejemplos para mostrar que no siem-
pre ¢s ¢l caso de que

(2) (®A) U (®B) = ®(AUB)
(b) @4~ B) = (®A)~ (FB).

§ 2.8 Producto cartesiano entre conjuntos.
El producto cartesiano entre dos conjuntos
Ay B (en simbolos, 4 X B) es el conjunto
de todas las parejas ordenadas (z, y) tales
que x4 y y& B. Por gjemplo, si

A =(1L2)
B = {Arquimedes, Eudoxio},

entonces
A %X B ={{}, Arquimedes}), {1, Eudoxio),

{2, Arquimedes}),(2, Eudoxio}}.
Formalmente, tenemos:

Definicién 17. A X B = {{zy):z€ A
&ye Bl

Para demosfrar los teoremas acostumbrados
acerca de productos cartesianos, debemos
demostrar que existe ¢l conjunte intuitiva-
mente apropiado. La demostracién de este
hecho depende, de un modo esencial, del
axioma del conjunto potencia. La idea deci-
siva de la demostracion es la de que si

z = {yz),
ycAd y 2€ B,
entonces

z&€ ®P(4 U B).
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Teorema 95, (AC)(Vz)(z € C () (3z)
(ycA&ze B&z = (y,2).

Demostracion. En virtud del esquema axio-
mético de separacién,

() (AOVrMec Cozec @A UB) &

@A@Y A&ze B&z = (y2)).

Puesto que el teorema es precisamente (1)
sin ‘z € ®®(A U B)’, nuestra tarea es demos-
trar que la equivalencia dada en (1) vale aun
cuando esta clansula se elimine. Dado (1) se
sigue de una vez que

) ze€ C
implica

(B) AN Ay A&z Bz = {y,2).
Para establecer la implicacién reciproca es
suficiente demostrar que (3) implica

(4) ze ®@(4A U B),
ya que,en virtud de (1), es obvio que (3) im-
plica (2).

De este modo, necesitamos solo demostrar
que (3) implica (4). Ahora, por (3) y la defi-
nicién de parejas ordenadas,

z = {{y} {well,
y ya que por hipotesis yec Ay z€ B, te-

nemos:

{y} S AUB,
y

{yz} S A UB,
en consecuencia, por ¢l teorema 86,
y {ytce(d uB)

fz,2} € ®(4 U B).
Asi que
{{}, ly, 2z}l S 4 U B),

0 sea,

z S ®(A U B),
pero, en virtud, de nuevo, del teorema 86,
tenemos:

¢ @®(4 U B),
que es lo que queriamos demostrar. Q.E.D.

Tenemos entonces, de manera casi inme-

diata, los dos utiles teoremas siguientes.
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z€ A X Be (FNEa)(y
cA&zeB&z = (y2).

Teorema 96.

Teorema 97. (x,)c A X BeoscC A

&yecB.

Ahora nos referimos a ciertos teoremas
cuyo contenido intuitivo es obvio. Varias de
las demostraciones se han omitido y dejado
como ejercicios.

Teorema 98.
AXB=0c4=0/B=20

Demostraciéon. [Necesidad]. Usamos un
argumento indirecto. Por hipotesis, 4 X B
= 0. Supengamos ahora que

A% 0& B30
Entonces, por el teorema 2,
Ay ) & @0 B),
y por el teorema 96,
y2) € A X B,

lo que contradice la hipétesis y demuestra
que nuestra suposicién es falsa.
[Suficiencial. A partir de la condicion de
que A = 0o B =0 y del teorema 2, infe-
rimos
(1) (A d)Vv -Gz B),
y se sigue de (1) que

—(A)ENyc A&z B&z = (y,2),

y por el teorema 96, para todo x,
zg AXB.

Por consiguiente, por el teorema 2,
Teorema 99.

AXB=BxAd«{4=0/B =0VA4 = B).

Demostracién. [Necesidad]. Supongamos
que A # 0, B0y A = B, esto es, su-
pongamos que la condicién no vale. Puesto
que A = B, existe un x tal que, o bien x €
A& x & Bobien ¢ A &z B. Para pre-
cisar, supongamos que vale la primera alter-
nativa; sea y un elemento de B (existen tales

Q.E.D.
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elementos, ya que B = 0). Entonces, por el
teorema 97,

{(zyyec A X B,
partiendo de la hipotesis de que 4 X B =
B x A, tenemos

gy € B XA,
pero en virtud del teorema 97, de nuevo,

re B,

lo que contradice nuestra suposicién de que
x¢ B.

[Suficiencia). Podemos usar el teorema 98
para combinar dos de las tres posibilidades;
a saber, de A = 0\/B = 0 inferimos que

Ax B=0=8xA.
Supongamos ahora la tercera posibilidad:
A = B. Entonces, puesto que es una verdad
légica que

AXA=4%A

tenemos, de¢ una vez, que

AXB=BXA. Q.E.D.

Teorema 100. A, =0&4A X BT A X
C—-BCC.
Demostracion. Si B = 0, la demostracion
es trivial, de modo que suponemos B == 0.
Ya que por hipotesis 4 5= 0, sea
zcA&yc B
Entonces, por el teorema 97,
(zy) € A X B,
ademds, por hipotesis,
(zayec A XC.
Por consiguiente, usando de nuevo el teore-
ma 97,
M yeC.
Puesto que y es un elemento arbitrario de
B, (1) establece que B C C. Q.E.D.
La demostracion del siguiente teorema se
deja como ejercicio.
Teorema 10. BCC—4 X BC
AXC.

Los tres teoremas siguientes establecen
tres leyes distributivas para la operacién de
formar el producto cartesiano entre dos con-
juntos. Sélo el primero se demuestira aqui.

cap. 2
Teorema 102. A X (B nC) =(4 X B)
n{4xao.
Demostracion. {zy)€ A X (B n ()
ezc A&y Bnd
por el teorema 97
—zcA&yc B&ycC
por el teorema 12
ozrzcAd&ycB&kac A&y C

por légica
proposicional

e AXB&{zC A X
por el teorema 97
o @dXB) ndxXo)

por el teorema 12

QED.
Teorema 103. A X (BU(C) = (A X
B)u (4 X Q).
Teorema 104. A X (B~ C) = (4 X
B) ~ (4 X C).
EJERCICIOS

1. Demostrar los teoremas 96 y 97,

2. Demostrar el teorema 101

3. Demostrar los teoremas 103 y 104,

4. Dar un contra-ejemplo simple para mostrar que,
en general, no es ¢l caso de que

AU(B X O = (4 X BU XC).

5. ¢Es asociativa la operacién producto cartesiano? Si
lo es, demostrarlo. Si no, dar un contra-ejemplo.
6. Demostrar que

AXNB=N (4 xC).
ceB

§2.9 Axioma de regularidad. Es dificil pen-
sar en un conjunto que pueda considerarse
razonablemente ¢como elemento de si mismo.
Ciertamente, el conjunto de todos los hom-
bres, por ejemplo, no es un hombre y por
consiguiente no es un elemento de si mismo.
Quizas podria argiiirse que, en teoria de con-
juntos intuitiva, el conjunto de todos los ob-
jetos abstractos o el conjunto de todos los
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conjuntos deberian dar un ejemplo de un
conjunto que sea elemento de si mismo, pero,
como vimos en el capitulo primero, el con-
junto de todos los conjuntos es en si mismo
un objeto paradojico.

Estas observaciones sugieren que tomemos
como axioma

n Ag A
Sin embargo, la adopcién de (1) no prohibi-
ria la situacidon no intuitiva de que hubiese
conjuntos distintos 4 y B tales que

(2) AeB&BE A
(Si usted no cree que (2) no es intuitivo, tra-
te de dar un ejemplo simple de conjuntos 4
y B que satisfagan (2) ). Mas adn, si toma-
mos (2} como axioma, se admitirian ciclos
maés largos de pertenencia no intuitivos,
como la existencia de conjuntos distintos A4,
By C tales que

3 AcB&BcC&Cc A.
Evitamos tales ciclos de cualquier longitud »,
adoptando un axioma que es (bajo la hipé-
tesis de nuestros otros axiomas, incluido €l
de escogencia) equivalente al de la no exis-
tencia de sucesiones descendentes infinitas
de conjuntos (i.e., A;+:1€ A;). La forma del
axioma que adoptamos, el axioma de regu-
laridad, se debe a Zermelo [1930], si bien
von Neumann ya habia dado [1929, p. 231]
un axioma esencialmente equivalente pero
mas complicado.®

A0 A)zc A&V ycr -y A)].

Este axioma fue llamado por Zermelo el
Axiom der fundierung. Intuitivamente expre-
sa que.dado un conjunto no vacio A, existe
un elemento x de A tal que la interseccion
entre 4 y x es vacia. La parte ‘(Wy)(y< =
— y & A) que expresa que la interseccion
entre 4 y x es vacia no se ha reemplazado

* La idea esencial fue formulada antes aun por von
Neumann [1925, p. 239] v antes de éste, por Mirimanoff
[1917).
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por la formula de aspecto mads simple ‘A Nz
= (F debido a la definiciéon condicional de
interseccion; porque si x es un individuo, la
definicion no asigna significado intuitivo a la
interseccion de x con cualquier otro objeto.
Cuando es claro que x debe ser un conjunto,
usamos la férmula mas simple en las demos-
traciones.

Ahora usamos el axioma de regularidad
para demostrar (1) y la negacién de (2) como
teoremas.

Teorema 105. 4 € A
Demostraciéon. Supongamos que 4 €5 un
conjunto tal que 4 € A. Puesto que 4 €
{A}, entonces tenemos,
), A€ [AINnA.
En virtud del axioma de regularidad, hay
algiin x en {4} tal que

fAinz =0,
pero ya que { 4} es un conjunto unitario,
x=A4A,
por tanto,
{4} n 4= 0,

lo que contradice (1). Q.E.D.
Teorema 106. =(A < B & B < A).

Demostracion. Supongamos que A € B&
B € A. Entonces,

() A< {AB} nBYB¢< {A,B} nA.
Por el axioma de regularidad hay un x en
{4, Bytal que {4,B} nz =0 y por el teo-
rema 43,

x=4 0 x=B.

Por consiguiente,
fA,B] NA=0 o {AB} NB=0,

lo que contradice (1). Q.E.D.

La demostracion del teorema 106 se des-
arrollé exactamente como la del teorema pre-
cedente. En forma analoga se desarrolla la
demostracion de la imposibilidad de un ciclo
de tres o mas conjuntos.

Como e¢jemplo del tipo de teorema para
el cual el axioma de regularidad es esencial,
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podemos demostrar uno acerca de productos
cartesianos, que puede parecer obvio intuiti-
vamente, pero que no se puede demostrar
solamente con base en los axiomas introdu-
cidos al comienzo.

Teorema 107. AS A X A —-A4=0.

Demostracion. Ya que por hipotesis 4 es
un subconjunto de A X A4, a partir de la de-
finicion de producto cartesiano sabemos que
si z € A, entonces hay elementos x y y ta-
les que

n z = {zy) = {{z}, {mul)

y
2) zc A&kyc A

Supongamos, en contra de la tesis del teore-
ma, que 4 = 0. Apliquemos el axioma de
regularidad a AuUA4; por tanto, hay un
conjunto no vacio C tal que

ccduud

y

3 Cnauus =o
De (1) se sigue que € debe ser un conjunto
no vacio y no el conjunto vacio o un indivi-
duo; tanto los elementos de A como de U4
deben ser conjuntos no vacios. Supongamos
ahora que C € A. Entonces, por el teorema
62, C € U 4 yyaque C no es vacio de-
bemos tener,

cnUA=0,
lo que contradice (3). Asi que C debe estar
en U A; pero con base en (1), existen elemen-
tos en x y p tales que
C={x}V C={xp

y con base en (2), x, p &€ A; por tanto, en
cualquier caso,
Cna=o
lo que también contradice (3) y demuestra
que es falsa nuestra suposiciéon de que 4 # 0.
Q.E.D.

Aun cuando el axioma de regularidad tie-

CAP. 2

ne muchas consecuencias naturales ¢ impone,
como Zermelo puntualizé en su documento
de 1930, una condicidén que se cumplira en
todas las aplicaciones précticas, es posible
construir sistemas de teoria de conjuntos que
contradigan este axioma. Dos gjemplos son,
el sistema de ontologia de Lesniewski (para
una buena informacion, véase Slupecki
[1955]) y el sistema de Quine [1940].

EJERCICIOS

1. Demostrar que para conjuntos cualesquiera, A, 8.

C, es falso que
ACB&BCC&CEA.

2. Demeostrar que si 4 = A X Bentonces A = 0.

3. Demostrar que si A X # 3= 0 entonces existe un
Cendx Bualque (UC) N(4 X B)=0.

4. Demostrar un analogo del teorema 46, usando la
siguiente definicion de parejas ordenadas:

(2} = iz leyl]-

§ 2.10 Resumen de Axiomas. Para referen-
cia posterior, resumimos aqui los seis axio-
mas no redundantes presentados en este ca-
pitulo. Se ha omitido el axioma de unién
porque se demostro en § 2.6 que tal axioma
se sigue del axioma de extensionalidad, el
axioma de apareamiento y el axioma de su-
ma. Estos seis axiomas son suficientes para
todos los desarrollos del capitulo 3, que trata
de relaciones y funciones.

Axioma de extensionalidad
(Vx)zc A+—xrc B)— A =B
Esquema axiomdtico de separacion
@AB)(Yx)ze Bz 4 & olz)).
Axioma de apareamiento
(FA)V2)ec Aoz =axV 2z =y).
Axioma de suma
(30N W)z C— (3B zc B& B A)).
Axioma de conjunio potencia
ARVCHCC B C S A).
Axioma de regularidad

A#=0—- @nzcAd& (VS z—yg A)].



Capitulo 3

Relaciones y Funciones

§ 3.1 Operaciones entre relaciones binarias.
En los contextos cuotidianos hablamos fre-
cuentemente de relaciones que se cumplen
entre dos o entre varias cosas. Asi, podemos
decir que Auguste estaba en la relacion de
padrastro con respecto a Tiberio, o que la
relacién de “estar entre” se cumple para tres
puntos. Cuando nos referimos a relaciones en
los contextos ordinarios, insistimos en que
debe haber alguna descripeion intuitiva del
tipo de conexion existente entre los items que
estan en una relacion dada. Afortunadamen-
te, esta idea vaga de conexion se puede pasar
por alto en los contextos formales y se puede
definir una relacién simplemente ¢como un
conjunto de pargjas ordenadas. En este ca-
pitulo trataremos casi exclusivamente de la
teoria de relaciones binarias, esto es, rela-
ciones que se cumplen entre dos cosas. Afn
mas, como veremos, la teoria de relaciones n-
arias puede construirse dentro de la teoria
de relaciones binarias. En consecuencia, omi-
timos el adjetivo modificativo “binaria” en
la definicidn formal.*

Definicién 1. A4 es una relacién
—{(Va)(z€ A — ()T (z = {y, ).

Es interesante notar que ésta es nuestra pri-
mera definicién de un simbolo unario de re-
lacién, pues la definicidén 1 del capitulo 2 ca-

* Las definiciones y los teoremas se han numerado de
nuevo en cada capitulo. Una referencia a una definicion
o teorema, sin mencién explicita del capitulo, correspon-
de a una definicién o teorema del mismo capitulo en el
cual esta la referencia.
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racterizaba la propiedad de ser un conjunto.
Una idea natural seria que las definiciones
subsiguientes, que conciernen a relaciones,
deben ser bastante condicionales en la for-
ma, como las definiciones que siguen a la
definicion de conjuntos. Sin embargo, no es
este el caso y casi todas las que siguen se
aplican a conjuntos arbitrarios, no exclusiva-
mente a aquellos conjuntos que tienen el ca-
racter de relaciones.

La inclusién de relaciones n-arias en esta
definicion se puede ejemplificar consideran-
do relaciones ternariag, o sea, relaciones 3-
arias. Un conjunto 4 es una relacién terna-
ria, si y s6lo si A es una relacién y

(Va)(z € A — (A3 Fw)(z = {{y, &), w))-

Por otra parte, ntese que no para toda re-
lacién intuitiva que aparece en teoria de con-
juntos hay un conjunto correspondiente
de parejas ordenadas. Por ejemplo, no hay
conjunto alguno que corresponda a la rela-
cion de inclusion entre conjuntos. En la teoria
de conjuntos de von Neumann hay una clase
propia que es la relacion de inclusion entre
conjuntos, pero no hay clase propia alguna
que corresponda a la relacién de inclusion
entre clases propias.

Comenzamos los desarrollos sistematicos
con tres teoremas simples, después de intro-
ducir la util notacién x A y.

Definicién 2. z Ay« {z, y) < 4.

Teorema 1. O es una relacion.

Demostracion. Es inmediata de acuerdo
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con la definicion de relaciones, puesto que el
conjunto vacio no tiene elementos.

Teorema 2. R es una relacion & S € B—
S es una relacion.

Demostracién. Sea x un elemento arbitra-
rio de §. Entonces, por hipdtesis,
€ R,
por lo tanto, también por nuestra hipétesis,
existen un y y un z tales que

t =y, 2.

Entonces, de acuerdo con la definicion 1, §
es una relacion, Q.E.D.

Teorema 3. R y § son relaciones— RNS,
RUS p R S son relaciones.

El uso de las variables ‘R’ y °S” en los dos
tltimos teoremas no es una innovacion for-
mal, pues todas las letras mayisculas en bas-
tardilla son variables de conjuntos; se en-
tiende que son puramente sugestivas del
hecho que estamos considerando intuitiva-
mente los conjuntos que son relaciones, si
bien los teoremas valen para conjuntos ar-
bitrarios,

Si R es una relacion, entonces el dominio
de R (en simbolos: DE) es el conjunto de
todos los objetos x tales que, para algin y,
{x,y) € R. Asi, si

Rl = {(0: 1)) (21 3)1,

DR, = {0, 2}.
El recorrido de R (en simbolos &R ) es el
conjunto de todos los objetos y, tales que,
para algan x, (z, )< R. Asi,

®R, = {1, 3}.
El recorrido de una relacion se Hama también
contra-dominio o dominio converso. Bl campo
de una relacién R (en simbolos, FE )esla
unién de su dominio y su recorrido. Por
ejemplo,

entonces

SR, = {0,1,2,3}.

En los desarrollos formales obvios, rela-
cionados con los conceptos de dominio, re-
corrido y campo, €l unico problema dificil es
demostrar que existe el conjunto intuitiva-

cap. 3

mente aprepiado. Como es usual, las defini-
ciones mismas son libres de axioma.

Definicion 3. DA = {z: (Fy)(z 4 ).
El siguiente tecrema confirma que D4
es el conjunto apropiado.
Teorema 4. & DA « (Ay)(z 4 p).
Demostracién. En virtud del esquema
axiomatico de separacion,
() @B)YV¥z)zc Beozxe UUA & T
A y).
Queremos establecer la equivalencia obteni-
da de (1) omitiendo
2) ze UU A,
En consecuencia, necesitamos demostrar que
(2) esta implicade por la asercion de que
existe un y tal que
(3) zAy.
La siguiente cadena de implicaciones sirve
para ese proposito. Por la definicion 2 te-
nemos, a partir de (3):
(e A,

por lo tanto, en virtud de la definicién de
parejas ordenadas,

{{z}, {2, wl} € 4.
Asl que, por ¢l teorema 55 del capitulo 2,
{z}e U4,
y en virtud del teorema 55, de nuevo,
ze UU A
Se sigue facilmente de (1) que
(4 @B)(Va)ze B (Fy)(z 4 y).
El resto de la demostracidn requiere simple-
mente una manipulacién rutinaria de la de-
finicién por abstraccién. Puede ser atil pre-
sentar ademds los detalles. Por sustitucién

apropiada en ¢l esquema de definicion 11,
del capitulo 2, obtenemos:

(5) D4 = {z: APz Ay} o [(Va)ze
DA o (FyXz 4 )V [-AB) (V)
€B+ Az A y)&Dd = 0]
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En virtud de la definicién 3 obtenemos, a
partir de (5),
(6) (VxIze DA = (AzA )V
ARV € B~ (TyzAy)
& DA = 0],
ademas, a partir de (4) y (6),concluimos in-
mediatamente que nuestro teorema es vi-
lido. : Q.E.D.
Nétese que, a pesar de la apariencia for-
midable de (5) y {6), la inferencia del teore-
ma, a partir de (4), (5), (6) vy la definicion 3,
involucra finicamente légica proposicional.
Teorema 5. D(AUB) = DAUDB.

Demostracion. =& D{(AUB)
o (Ay)(x AUB )

por el teorema 4
= QyizrAdyV zBy)

por el teorema 20
del capitulo 2

< (3NEAyv Az By)

por la logica
cuantificacional

> rE€ DAV 2s€ DB porel teorema 4

3 DAUDB por el teorema 20
del capitulo 2

Q.E.D.
Se enuncian, sin demostracién, dos teoremas
semejantes, relacionados con dominios, in-
tersecciones y diferencias.

Teorema 6. D(4ANB) S DANDB.

Teorema 7. DA ~ DB C D(A ~ B).

La nocidn de recorrido se puede definir en
forma simétrica a la de dominio.

Definicion 4. ®4 = {y: (3=)(z A ).
Puesto que los teoremas scbre la operacion
recorrido son paralelos a los correspondien-
tes a la operacion dominio, se han omitido
las demostraciones. Aan maés, el teorema
obvio, andloge al teorema 4,no s¢ ha for-
mulado.

Teorema 8. ®(AUB) = RAURB.
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Teorema 9. ®(ANB) C RANRB.
Teorema 10. ®RA ~ &B & R{(A~B).

La noecidn de campo de un conjunto se de-
fine como era de esperarse.

Definicion 5. T4 = DAURA.

Por el momento no demostraremos teoremas
acerca de la operacion campo &, pero mas
adelanle haremos uso de ella.

Ahora nos referimos a la importante no-
cion de operacidn conversa. Como en el caso
de las tres operaciones que acaban de intro-
ducirse, la definicion se aplica a conjuntos
arbitrarios, no unicamente a relaciones. I:.’a
conversa de una relacion R (en simboles: K)
es la relacion tal que para todos los x y y,
X R ysiysolosi, y Rx. Laconversa de una
relacion se obtiene simplemente invirtiendo
el orden de los elementos de todas las pare-
jas que constituyen la relacion. Asi, la con-
versa de la relacion de esposo es la de es-
posa. Con respecto a la relacion simple R,
introducida antes,

El = {{1,0), (3, 2.
La definicién esta construida de tal modo
que los elementos de los conjuntos que no
son parejas ordenadas no pertenecen al con-
verso del conjunto; asi, el converso de todo
conjunto es una relacion.

Definicién 6. 4 = {{z,y): y A z}.
Como es usual, el problema inmediato es
mostrar que los axiomas enunciados en el
capitulo 2 son suficientemente fuertes para
garantizar la existencia del conjunto conver-
so apropiado.

Teorema 11. x Ay y Az

Demostracion. En virtud del esquema
axiomatico de separacidn,

(1) @BYV)z€Bozc @A XDAE

Ay (32)(z = {y, ) &z A y)).

Como en las demostraciones previas, el paso
decisivo es demostrar que la formuia

@) @)E)e =@ H&z4)
implica
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3) r€ ®A X DA.
Las siguientes implicaciones son suficientes,
dado que z = {y, 2):
rAy—oyc A&z DA
—{y,z) € RA X DA

=€ R4 X DA.
As{ tenemos justificacion para concluir, a
partir de (1), que

4) @B)(Vz)(z< B (Fy)(F)
(z =, &z4y).
Por los pasos de rutina realizados previa-
mente (ver,por ¢jemplo,la demostracion del
teorema 4), inferimos de (4) y de la defini-
cion 6,

(5) s€ Ao @E)a=wd&z4y).
Nuestro teorema se sigue por aplicacion di-
recta de la l6gica cuantificacional a (5).

Q.E.D.

La estrategia de esta demostracién, como
otras que apelan al esquema axiomdtico de
separacion para establecer la existencia de
algin conjunto, se divide, de manera natu-
ral, en dos partes. Primera, debe decidirse
cudl conjunto, cuya existencia se conoce, tie-
ne al conjunto pedido como subconjunio.
Aqui la respuesta es que ¢l conjunto A4 es in-
tuitivamente un subconjunto del producto
cartesiano entre el recorrido y el dominio de
A. Segunda, debe demostrarse que la satis-
faccion de la condicion ¢ en el axioma de
separacion implica la pertenencia al conjun-
to mas grande. Aqui esto consiste en de-
mostrar que (2) implica (3). Cuando esas
dos partes de la demostracion se han llevado
a cabo, es casi siempre cosa de rutina reali-
zar lo que queda.

Nos referimos ahora a algunos teoremas
acerca de la operacion conversa; su conteni-
do intuitivo debe ser obvio.

Teorema 12. A es una relacion.

Demostracion. Si =€ Z, entonces, en vir-
tud de la definicion de la operacién conversa
y del teorema 47 del capitulo 2,

By(E2) @ = {y, N;
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entonces, el teorema se sigue de la definicion
de relaciones. Q.E.D.

Teorema 13, 21: S A

Teorema 14. R es una relacion— E =R,
En seguida se enuncian tres leyes distribu-
tivas. ~— . .
Teorema 15. A N B =4 N B.
Demostracion. En virtud del teorema 12
v del teorema 3, es claro que necesitamos
considerar solo parejas ordenadas:

S—r’
x4A NBy—yAnBex
—oyAdz&yBzx
—zAy&zBy
—z(ANBy.  QED.
(Notese que al escribir una sucesion de equi-
valencias no justificamos ahora cada paso,

cuando la inferencia es obvia, a partir de teo-
remas anteriores.)

S’ - -
Teorema 16. A UB =4 UB.

~—— _
Teorema 17. A ~B = 4~ B.

La nocion que es natural introducir en
seguida es la de producto relativo entre dos
conjuntos. Si R y § son relaciones, entonces
el producto relativo eatre R y S (en simbo-
los R/S) es la relacién que se cumple entre
x y y sl y s6lo si existe un z tal que R se
cumple entre x y z y § se cumple entre z y
v. Simbélicamente, tenemos:

Definicion 7. A/B = {{z, y): (3z)
(xAz&zByl.

Si,por ejemplo,
E={{1,3),23}

8 = {3, DI,
entonces

RB/S = {Q1, 1), {2, 1)}

S/R = {(3,3)].

La demostracion del siguiente teorema,
que usa el esquema axiomético de separacién
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para determinar el problema usual de exis-
tencia, se deja como ejercicio.

zA /By« (3z2)

(xdz &zBy).

Teorema 18.

Las demostraciones de los siguientes cua- .

tro teoremas son faciles y se dejaran como
ejercicios.
Teorema 19. A/ B es una relacion.
Teorema 20. 0/4 = 0.
Teorema 21. D(A/B) T DA.

Teorema22. ACB&CCD
— A/C € B/D.

Siguen fres teoremas que establecen leyes
distributivas; solamente se da aqui la de-
mostracion de uno de ellos.

Teorema 23. A/ (BUC) =
(A/Byu(A/C).

Demostracion. En virtud del teorema 19
y del hecho ya demostrado que la unién de
dos relaciones es una relacidn, sabemos de
una vez que tanto 4/(BUC) como (A/B)U
(4/C} son relaciones. Por tanto,las siguien-
tes equivalencias demuestran nuestro teore-
ma:

x A/(BUC)y

(L) xAz&2BUCy)

(3N zAz& (zByVvzCy)
o)z Az&2By)Vicdz&zCy)

o @)xAz&zBy)V Az Az&2Cy)

ez A/Byv z A/Cy

o 2(A/B)U(A/O)y. Q.E.D.
Debe notarse que el hallazgo de una demos-
tracién de este tipo depende de alguna fami-
laridad con la manipulacién de cuantifica-
dores.

Teorema 24. A/(BNC) ©
(A/B) n(4/C).

Teorema 25. (4/B) ~ (4/C) S
A/ (B~ (C).

El ejemplo que sigue a la definiciéon de la
operacion producto relativo indica que esta
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operaciéon no es conmutativa. Cuando se
combina con la operacion conversa, tenemos
el siguiente intercambio de orden:

~— .
Teorema 26. A/B = B/A.
Demostracion.
~—r
zA/By+<> yA/Bx
o (T)(yAz&zB1)
@) Bz&zAY)
—zB/Ady. Q.E.D.

El teorema siguiente muestra que la ope-
racién producto relativo es asociativa y por
tanto pueden omitirse los paréntesis sin am-
bigiiedad en las apariciones reiteradas del
simbolo de producto relativo.

Teorema 27. (A/B)/C = A/(B/C).
La demostracion se omite debido a que es
un ejercicio inmediato de légica cuantifica-
cional.

Ahora definimos la nocién de dominio de
una relacion restringide a un conjunto dado.
Como es usual, la definicidn se aplica a con-
juntos arbitraries.

Definicion 8. R|A = Bn(4 X ®(R)).*
La definicion se puede ilustrar con un gjem-
plo sencillo. Sea

R = {{1,2), (2, 3), (0, Edgar Guest)},
A=1{1,2}.

. Entonces,

RlA = {(1,2),2, 3)}.

Se dejan como ejercicios las demostraciones
de los siguientes seis teoremas:

sRIAy<—zRy&zc A,
AC B—RiA < E|B.
R|(AnB) = (R|A)n(R|B).
R|(AUB) = (R]A)U(R|B).

Teorema 28.
Teorema 29.
Teorema 30.
Teorema 31.

*La linea vertical es una notacién usual para esta no-
cion. Véase, por ejemplo, Kuratowski (1933, p. 12).
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Teorema 32. Rj(4 ~ B) = (R|A)
~ (R|B).
Teorema 33. (R/S)4 = (R|4)/S.

La siguiente definicién introduce la nota-
cion * R A, que se lee la imagen del conjun-
to A bajo R. Asi, si R y A estdn definidas
como en el ejemplo anterior,

R“A = {2,3],

R4{0} = {Edgar Guest}.
Definicién 9. RYA = Q(R|4).

La mayoria de las demostraciones concer-
nientes a imagenes de conjuntos se han omi-
tido. Para reducir €l nimero de paréntesis en
la formulacion de estos teoremas, usamos la
convencién de que ‘y?, n’, ‘~ dominan
a ““" Asi, R“AUB es (R“A)UB no R
(40U B).
Teorema 34, ye R“A « (Ax)(z Ry
&z A).
Teorema 35. R%(AUB) = R“AUR“B.
Demostracion.
yEC RY(AUBY o (An)zcRy&2<€ AUB)

o (Ax)zRy&kzec AV
Az} (zRy&zxe B)

2y RAV y< R“B
—yc R AUR“B. Q.E.D.
Teorema 36. R“(ANB) & R“ANR“B.

Un ejemplo sencillo muestra que la inclusion
no puede convertirse en identidad, para este
teorema. Sea

R, ={1,3),23),

4, = {1,

Bl = {2}.
Entonces,

aRl.“(AlnBl) =0,
pero

R.“A,NR.“B,

{31,

* La notacién R“4 sigue la de Whitehead y Russell.
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Teorema 37. R“A ~ R“B C

R“(A ~ B).
Demostracion.

yER“A~R“B
<y RA&yag BB :

< A)zRy&krc A)&—(F)zRy&zc B)
o @)@ Ry&re A) & (V2)(zRy—2¢ B)
- (Ar)cRy&zc A&z B)
— Ax)zRy&xc A~B)

—+y€ RY(A ~ B). Q.ED.

Los conjuntos particulares usados en el ejem-
plo que precede a este teorema pueden usar-
se para mostrar de nuevo que la inclusién
no puede convertirse en identidad:

RYA,~RB, =0
R4, ~B) =Rr“4,= {3}
Teorema 38. A € B— R“A © R“B.
Teorema 39. R“A = 0= DRnNA=0.
El siguiente teorema es algo sorprendente.

Teorema 40. DRNA S R“(R“A).
Demostracion.

tE€DR NA - (Ay)cRy&zc 4)
- @eRy&yc RA)
- (@ Rz &y RYA4)
—zre R“R*4). Q.E.D.
Los conjuntos particulares R,, 4,,y B, mues-
tran por qué la inclusién no puede reempla-
zarse por la identidad y por qué la equiva-
lencia de la linea (1) de la demostracion

debe debilitarse, convirtiéndose en una im-
plicaciéon en la linea (2).

DE N4, = {1},
pero
Ri“(R,“4,) = {1,2}.

Teorema 41. (R“A)nB S R%(4 ﬂE“B).
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Demostracion.

y € (RYA)NB
(A Ry&rz<A&y<cB)

- (AN Ry&z € RB&z  A)
o (Inyz Ry &z CAHE“B)
oy & RY(ANE“B). QED.

En la Gltima seccion de este capitulo se
dan algunos otros teoremas sobre las opera-
ciones restricciéon e imagen, bajo la hipote-
sis adicional de que R es una funcidn.

EJERCICIOS

1. Dar un contra-gjemplo para el enunciado:
D4 =0—4=0.
2. Cudles (si los hay) de los teoremas analogos a 5, 6,
7 se cumplen para la operacién campo §F?
3. Demostrar que el producto cartesiano entre dos
conjuntos ¢s una rclacion.
4. Demostrar el tcorema 3.
5. ¢Bajo qué condiciones
D(A X B) = A7
6. .Bajo qué condiciones
F(A X B) = AUB?
7. Demostrar los teoremas 6 y 7.
8. Dar un contra-cjemplo al enunciado
DANDBC H(ANB).
9. Demostrar los teoremas 8,9 y 10
10. Dar un conlra-egjemplo al enunciado
4=4

11, Demostrar que

S
AXB=BXA.

12 Demostrar los teoremas 13 y 14,
13 Demostrar los teoremas 16 y 17.
14 D¢mostrar que

(AXB)/(AXB S AXB.

15 Demostrar los teoremas 19 a 22.
16. Demostrar los tearemas 24 y 25,
17. Dar un contra-ejemplo al enunciado

(4/B) N(4/C) C 4/(BNC).
18. Demostrar cl teorema 27.
19 Demostrar que
2 € DA—z A/ Az.
20. Determinar si es verdadero que:

(a) R/ U4 = U(R/A),
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® (VR(R€A—-R/RC
Ry—Ua/Uac U4,

(¢ (VRARCA— R/RC
R—NA/NACNA,

@ (VRYREA— R/E =
R)— U4/U4 = U,

(@ (VRE)REA—R/E=
Dt
Ry—N4a/NA=0NA.
21. Sea R la relacion numérica tal que
xRyex4+y=1
Sea 4 el conjunto de los numeros primos entre 10 y 20.
Describir explicitamente R|4.
22 Demostrar ¢l teorema 28.
23. Demostrar los teoremas 29 a 31,
24. Demostrar los teoremas 32 y 33.
25. Sea R la relacion numérica {al que
xRyeZx + 1=y
Sea A el conjunto de los enteros.
(a) (Qué conjunto es R¥A?
(b) ;Qué conjunto es B“A?
(¢} ;Qué conjunto es (R/R)“A?
26. Demostrar el tcorema 34.
27. Demostrar el teorema 36.

28. Demostrar los teoremas 3§ y 39.
29 Demostrar que R0 = 0.

§ 3.2 Relaciones de orden. En todos los
dominios de la matemitica y en muchas
ramas de las ciencias empiricas se presentan
relaciones que ordenan conjuntos de objetos.
Hay un sin fin de teoremas interesantes
acerca de varias relaciones de orden y sus
propiedades. Aqui consideramos solamente
algunas de las mas atiles; entre los gjercicios
se incluye un gran namero de teoremas adi-
cionales.

Comenzamos con las propiedades funda-
mentales de reflexividad, simetria, transitivi-
dad y otras similares, en términos de las
cuales definimos diferentes tipos de orden.
Debido a que estas nociones son tan fami-
liares, los ejemplos ilustrativos se dan sélo
muy rara vez.”

* Se pueden encontrar ejemplos y aplicaciones elemen-
tales, entre otros, en Suppes (1957, capitulo 10).
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Con respecto a la generalidad de la defi-
nicién, la situacién es la misma que en la
seccion anterior: las definiciones valen para
conjuntos arbitrarios, no sélo para relacio-
nes. Sin embargo, para aumentar el conteni-
do intuitivo inmediato de los teoremas, en
esta seccion usaremos sistematicamente las
letras ‘R’, ‘8, ‘T, como variables de conjun-
tos en aquellos contextos en los cuales las
tdeas consideradas se refieren, de manera
natural, a relaciones. Pero debe entenderse
muy bien que el uso de las variables ‘R*,“S”,
‘T’ no implica restriccién formal alguna a
las definiciones y teoremas. Por e¢jemplo, de-
finimos la propiedad de transitividad para
conjuntos arbitrarios R, no solamente para
relaciones. También, sin introducir una defi-
nicién numerada, usamos en adelante la
notacién familiar: ‘¢, y€ A’ para t€ A &
y€ Ay ‘oyesc A’ para s€ A&yc A&z
€ A’, etc.

Comenzamos con ocho definiciones basi-
cas.

Definicién 10. R'es reflexiva en A
= (Vr)x< A—zRz).
R es antirreflexiva en A
- (Vxze 4
— =(z E 2)).

R es simétrica en A

o (Val(Vyeye A &
zRy—yRa).

Definiciéon 11.

Definicién 12.

R es asimétrica en A
< (V) VylayC A&
tRy—-(yRz)).

R es antisimétrica en A

o (V) (Vry€d &
zRy&yRz— 2z =1y).

Definicion 13.

Definicién 14.

R es transitiva en A
« (V) (V)(V2)(zy,2
cA&zRy&yR:z
—z R 2).

Definicién 135,

R es conexa en A
= (Vo) (Vplyc Ak
z#y—zRyVvVyRz).

Definicién 16.
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Definicion 17. R es fuertemente conexa
en A
> (Va)(Vy)z,y< 4
—zRyV yRz).

Con el objeto de relacionar a las ocho pro-
piedades anteriores las operaciones introduci-
das en la seccidén precedente, es mas elegante
considerar las propiedades unarias corres-
pondientes, esto es, referirse a relaciones
que son reflexivas, en vez que reflexivas en
algan conjunto A, etc. Las definiciones ge-
nerales que se acaban de dar serdn Ttiles
mas tarde. Por brevedad, definimos las ocho
propiedades unarias, con un recorte; las de-
finiciones son obvias: simplemente tomamos
A como el campo de la relacion.

Definicion 18. R es

reflexiva reflexiva
iy — Res : enFR.
fuertemente fuertemente [ " ¥
conexa. conexa.

Para formular los teoremas pedidos, nece-
sitamos la nocidn de relacién de identidad
en un conjunto. Es claro, por el teorema 50
del capitulo 2:

{x:x=x})=20
que no podemos definir una relacion de
identidad general apropiada, pero lo que
podemos hacer es definir, para cada conjun-
to A4 ,la relacion idéntica 94, sobre A. (Asi,
el simbolo ‘9’ no es una constante individual
que designa la relacion de identidad, sino un
simbolo de operacién unaria.)

Definicion 19. 94 = {{z,z): € A}.
Ademas de la definicidn, para propdsitos de
trabajo necesitamos el teorema usual que ga-
rantice que 94 es el conjunto vacio sola-
mente cuando esperamos que lo sea.

Teorema 42. z A x> xc A.

Demostracién. Puesto que

@ @) = tel, (=21} = Uzl
es claro que
44 C @A,
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Mas atim, es facil demostrar que

() z€d—-{{z}] € erd.
En virtud del esquema axiomatico de sepa-
racion y de la definicién de abstraccion,

podemos usar (1) para obtener ¢l teorema.
Q.E.D.

En ésta y en las demostraciones subsi-
guientes, en las cuales usamos el esquema
axiomitico de separacién para demostrar la
existencia de algin conjunto, nos restringimos
a la consideracion de dos pasos definitivos:
Decidir cual conjunto, cuya existencia se
conoce, tiene como subconjunto al conjunto
pedido y luego demostrar que la satisfaccion
de la condicién apropiada @ en el axioma
(aqui p es ‘x € Ay implica pertenencia al
conjunto mas grande. Quizas es conveniente
observar que la demostracion formal no re-
quiere la inferencia de que

34 C ¢RA,
aunque esto se sigue facilmente. Perola
blisqueda de un conjunto que tenga a 44
como subconjunto es una consideracion es-
tratégica esencial para hallar una demostra-
cién valida.

Formulamos, sin demostracidn, tres teore-
mas sencillos concernientes a las relaciones
de identidad,

Teorema 43. DIA = A.

Teorema 44. dA/9A = gA.

Teorema 45. R es una relacion
« (§DR)/E = R.

Los ocho teoremas que siguen podrian
usarse como definiciones y asi se toman fre-
cuentemente. En las demostraciones se usan
propiedades familiares de las operaciones,
sin referencia explicita a los teoremas apro-
piados.

Teorema 46. R es reflexiva < dFRC R.
Demostracion. [Necesidad]. Por la defi-

nicidon 17, todo elemento de IT R es de la
forma {(z,x), por tanto, por el teorema 28,
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2 € FR, y entonces se sigue, de la hipdtesis
de que R es reflexiva, que {z,2) < R.
[Suficiencia]. Sea x un elemento arbitrario
de FR. Ya que nuestra hipotesis es la de que
ISR C R,
se sigue. de una vez, que
(z, € R,
pero entonces R es reflexiva, QE.D.

Esta demostracion es completamente tri-
vial, pero ilustra el acceso a las de los siete
teoremas restantes, la mayor parte de los
cuales no se demuestra aqui.

Teorema 47. R es antirreflexiva
> RNISE = 0.

Teorema 48. R es simétrica
-K= R
Teorema 49. R es asiméirica
< RNE = 0.
Teorema 50. R es antisiméirica
— RNE C 9DR.
Teorema 51. R es transitiva
—<R/RCR.
Demostraciéon. [Necesidad]. Si
zR/Ry,
entonces existe un z tal que
vRz&zRy,
por tanto, por la hipotesis de transitividad,
zRy.
[Suficiencia]. A partir de nuestra hipotesis
de que
R/RCR

tenemos, de una vez,
(1) (@) @Rz&zERy)—zRy,
pero es un hecho familiar de légica cuantifi-
cacional que (1) es equivalente logicamente a
) sRe&zRy—zRy. Q.E.D.

Teorema 52. R es conexa « (5B X FR)
~gFRC R U R.
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Demostraciéon. [Necesidad]. Si

(H z [(3R X FR) ~ g3R] 4,
entonces

(2) tCFR&Ey<C FR&x = y,
pero (2), junto con la hipdtesis de que R es
conexa, da:

3) zRByV yRuz,
por consiguiente, _
1G] ={(EUR)y.

[Suficiencia]. Queremos deducir (3) de
(2), bajo la hipotesis de que

(5) (FR X FR) ~ 95R C RUR.
Ahora, (5) asegura que (1) implica (4); pero
(1) es equivalente a (2) y (3) es equivalente a
). QE.D.

Teorema 33. R es fuertemente conexa
~FRXFR =R UR.

En los ejercicios se formulan numerosos
hechos adicionales: la asimetria implica la
antirreflexividad; la simetria y la transitivi-
dad implican la reflexividad; todas las ocho
propiedades enunciadas en la definicién 18
son invariantes con fespecto a la operacion
conversa, etc.

Ahora usamos esas ochd propiedades para
definir cinco tipos de relaciones de orden;
los tipos no son mutuamente exclusivos. Por
ejemplo, toda ordenacién parcial es también
una cuasi-ordenacion.

Definicién 20. R es una cuasi-ordenacicn
de A < R es reflexiva y transitiva en A.

Definicién 21. R es una ordenacion par-
cial de A «> R es reflexiva, antisimétrica
y transitiva en A.

Definicién 22. R es una ordenacion sim-

ple de A < R es antisiméirica, transitiva
v fuertemente conexa en A.

Definicién 23. R es una ordenacion par-
cial estricta de A < R es asimétrica y
transitiva en A.

Definicion 24. R es una ordenacidn sim-
ple estricta de A « R es asimétrica, tran -
sitiva y conexa en A.

Anilogamente a la definicion 16, defini-
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mos también, en masa, los predicados una-
rios apropiados.

Definicion 25. R es una
cuasi- cUasi-
ordenacion ordenacion
: « R de
C ., lesuna o FR.
Ordenacion ordenacion

simple estricta simple estricta
Las definiciones 20 a 24 seran utiles en el
capitulo 6, el cual trata de la construccion
de los ntimeros reales. Por €l momento for-
mulamos algunos teoremas obvios acerca de
las ordenaciones de la definicion 25.
Teorema 54. R es una ordenacion parcial
— R es una cuasi-ordenacion.
Teorema 55. R es una ordenacion simple
— R es una ordenacion parcial.
Teorema 56. R es una ordenacicn simple
— R es una ordenacicn simple.
Teorema 57. R y 8 son cuasi-ordenacio-
nes — R N S es una cuasi-ordenacion.
Demostracién. Necesitamos demostrar que
R n S es reflexiva y transitiva. Sea x un
elemento arbitrario de F(RNS). Entonces,
z€ FR y z< §8, por tanto, por la hipote-
sis,
zR2z& xSz,
luego
z RnS

La transitividad se establece por las siguien-
tes implicaciones; la segunda linea se sigue
de la primera, sobre la base de la hipotesis
del teorema:

zRNSy&yRNSz

—zRy&yRz2&zS8y&ySe

—zRz&xSz2

—zRNSz Q.E.D.
La unién de dos cuasi-ordenaciones cua-
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lesquiera no es una cuasi-ordenacién, Por
ejemplo, sea
B = {{1,1),(2,2),(1,2)}
y
8= {{2,2),(3,3), 23},
entonces R y § son cuasi-ordenaciones, pero
R U § no lo es, pues no cumple la propie-
dad transitiva. Sin embargo, si los campos
de R y § son mutuamente disjuntos, enton-
ces, su union es una cuasi-ordenacion, como
se establece en el teorema signiente;
Teorema 58. R y § son cuasi-ordenacio-
nes &FRNFS = 0— RUS es una cuasi-
ordenacion.

Un enunciado preciso sobre la relacién en-
tre ordenaciones parciales y ordenaciones
parciales estrictas lo dan los dos teoremas
siguientes.

Teorema 59, R es una ordenacion parcial
— R ~ 9FR es una ordenacion parcial
estricta.

Teorema 60. R es una ordenacion par-
cial estricta — R U4F R es una ordena-
cidn parcial.
En el teorema siguiente se expresa el sentido
en el cual una ordenacion simple, o una or-
denacién simple estricta, es completa.

Teorema6l. RS SC A X A&RyS
son ordenaciones estrictas simples de
Ahora queremos introducir la.importante
nocion de relacion bien-ordenante de un
conjunto. Si R es una ordenacién simple es-
tricta en A4, entonces R bien-drdena A, si
todo subconjunto no vacio de 4 tiene un
primer elemento o elemento minimo (bajo
la relacion R). En realidad, como veremos,
necesitamos suponer solamente que R es co-
nexa en 4, mas bien que suponer que es una
ordenacién simple estricta en 4. La asime-
tria y Ia transitividad de R en A4 son entonces
demostrables, segin el hecho de que cual-
quier elemento de 4, excepto el iltimo (bajo
la relacién R),tiene un sucesor inmediato.
Puesto que esta nocion de buena ordena-
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cion es algo mas sutil que las nociones de
orden introducidas previamente, sera dtil
considerar varios ¢jemplos antes de la defi-
nicion formal y los teoremas. En estos ejem-
plos, como en los anteriores, usaremos ente-
ros; en verdad, nameros reales, aun cuando
estas entidades no se han definido aun for-
malmente dentro de nuestro sistema de teoria
de conjuntos.

Sea N el conjunto de los enteros positivos.
Entonces N es bien ordenado por la relacién
menor que, ya que todo subconjunto no va-
cio de N tiene un primer elemento, a saber,
el minimo entero del conjunto. Por otra par-
te, N no es bien ordenado por la relacion
mayor que, pues muchos subconjuntos care-
cen de primeros elementos, en particular el
mismo N. N no tiene un primer elemento,
con respecto 4 >, precisamente porque no
hay un entero mayer que todos.

La nocion de buena ordenacion se concibe
de modo que, a diferencia de las otras pro-
pledades de orden consideradas hasta aqui,
no es invariante bajo la operacién conversa,
esto es, si R es una buéna ordenacién, no se
sigue que K sea una buena ordenacion. Ya
tenemos un cjemplo de esto: < bien-ordena
N, pero < ne. Para un ejemplo algo diferen-
te, consideremos

a-{ol23.,m.
234 n
0 sea,

4= {’%;Lnes un entero positivo } u {1}

El conjunto A es bien ordenado por <, pero
no por Z, esto s, no por >. En este caso,
€l mismo conjunto A4 tiene un primer ele-
mento bajo la relacion >, pero el subcon-
junto A ~ {1} no lo tiene.

Por medio de una meodificaciéon apropiada
de la definicion de R-primer elemento de 4
podemos construir la definiciéon de buena
ordenacién de tal manera que < o < bien-

“ordena N, esto es, podemos hacer que nues-

tras buenas ordenaciones sean ordenaciones
simples o también que sean ordenaciones
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simples estrictas. La escogencia es, en alto
grado, arbitraria; podemos, si queremos, con-
siderar una buena ordenacién que no sea
ninguna de las dos. Por ejemplo, si A =
(L,2, 3y

R={{1,1),(2,2),{1,2),(2,3),{,3)],

entonces intuitivamente, R bien-ordena 4
aun cuando R no es ni ordenacién simple ni
ordenacion simple estricta de 4. Pero esta
generalizacion es trivial y existe una razén
convincente para escoger ordenaciones sim-
ples estrictas mas bien que ordenaciones
simples; la relacion de pertenencia es una
ordenacion simple estricta de los nimeros
ordinales tal como los definiremos y —como
veremos en el capitulo 7— hay una cone-
xién natural entre cualquier buena ordena-
cién de un conjunto y la buena ordenacién
de los ordinales por la relacién de pertenen-
cia.

Abhora nos referimos a los desarrollos for-
males. Es conveniente, técnicamente, distin-
guir entre la nocion de elemento minimo y la
de primer elemento. Un elemento minimo no
tiene predecesores, mientras que un primer
elemento precede a todo otro elemento. Cla-
ramente, todo primer elemento es minimo
pero no reciprocamente. Para demostrar la
asimetria de las buenas ordenaciones es mas
simple usar el concepto de elemento minimo
en su definicién.

Definicién 26. x es un elemento R-mini-
mode Az A &{Vy) W€ A —
—(yRz)).

Un rasgo obvio de esta definicion es el de
que si R N (A4 » A) es vacio, entonces todo
elemento de 4 es un elemento R-minimo.
Sin embargo, tales situaciones degeneradas
no son de mucho interés; en el caso de bue-
nas ordenaciones procuramos la unicidad del
elemento minimo.
Definicién 27. x es un R-primer elemen-
tode Aoze A& (Vy)yc A& z*y
— rRy).
En seguida definimos buenas ordenaciones.
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Luego formulamos una sencilla condicion
necesaria y suficiente, en términos de asime-
tria y primer elemento en lugar del concepto
de elemento minimo.

Definicion 28. R bien-ordena A +— R es
conexaen A & (VB) (B CA4&B+#0
— B tiene un elemenio R-minimo).

Ahora demostraremos que, bajo esta defini-
cidén, R es asimétrica y transitiva,

Teorema 62. R bien-ordena A — R es
asimétrica y transitiva en A.
Demostracion. Para establecer la asimetria,
supongamos, por €l camino de la contradic-
cién, que hay elementos x y y en A tales que
x Ry yy R x. Entonces, contrario a la hip6-
tesis de que R bien-ordena A4, el subconjunto
no vacio{x, y} de 4 no tiene elemento R-mi-
nimo. Para la transitividad, supongamos que
para algunos elementos x, y,z € A, tenemos
xRyyyRz perono x Rz Puesto que Res
conexa en 4, debemos tener entonces: z R x.
Sin embargo, el subconjunto { x,y,z} no tiene
entonces un elemento R-minimo, pues z R x
desecha x como elemento R-minimo, x Ry
desecha y y y R z desecha z. Por tanto, nues-
tra suposicion es absurda. Q.E.D.

Dejamos como ejercicio la demostracion
de los tres teoremas siguientes.

Teorema 63. R bien-ordena A < R es
astmétrica y conexaen A & (¥VB)(B C
A&B = 0— B tiene un R-primer ele-
mentao).
Teorema 64. R bien-ordena A & A 5+ 0
— A tiene un unico R-primer elemento.

Teorema 65. R bien-ordena A & B T A
— R bien-ordena B.
Por otra parte, no es, desde luego, verdade-
ro en general que,si R bien-ordena Ay
S € R, entonces § bien-ordena A.
Nuestra tarea siguiente es demostrar el
teorema acerca de sucesores inmediatos uni-
cos. Se necesitan dos definiciones.

Definicion 29, y es un sucesor R-inme-
diatode 2z Ry& (V2)(zRz— 2z =
yVyR2.
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Definicion 30. x es un elemento R-ultimo
dedoze A& Vy)yc A& r=y >
y R ).

La definicion de ultimo elemento es ob-
viamente similar a la de primer elemenito.
En efecto, tenemos:

Teorema 66. x es un elemento R-ultimo
de A <> x es un elemento R-primero de A.

Ahora puede establecerse el resultado con-
cerniente a los sucesores inmediatos.

Teorema 67. R bien-ordena A & x€ A &
x no es un elemento R-ultimo de A — x
tiene un unico sucesor R-inmediato.

Demostracién, Considérese B = { y: x Ry},
Por hipétesis el conjunto B no es vacio, ya
que x no es el 0ltimo elemento de la orde-
nactén y se ve facilmente que B tiene un
primer elemento Gnico, que es ¢l sucesor in-
mediato de x. Q.E.D.

En la teoria de nimeros ordinales sera
conveniente tener disponibles la nocién de
una R-seccién y ciertos hechos acerca de
tales secciones. Se introduce también la no-
cion, intimamente ligada a la anterior, de
R-segmento de un conjunto, generado por
un elemento.

Definicion 31. B es una R-seccion de

A-BC A&ANR‘BC B.
Asi que un conjunte B es una R-seccion de
un conjunto A si todos los R-predecesores en
A de elementos de B pertenecen a B; obvia-
mente, R“B es precisamente el conjunto de
los R-predecesores de elementos de B. Si,por
ejemplo,

A= {l)2r314}

B, = {1, 2}
Bz = 0
Ba = 12: 3,1

entonces B, y B, son <-secciones de A, pero
B;noloes, puestoque 1 <<2y1€ 4~ B,
Por otra parte, B, no es una >>-seccion de
A, puestoque3 > 2y3 € 4~ B,
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Definicion 32. 8(4,R,z) = {y: y€ A &
y Rz},

La notacion: § (A4, R, x) se lee: el R-segmento
de A generado por x. El conjunto 8§ (4, R.x)
es precisamente ¢l conjunto de los R-prede-
cesores de x que son también elementos de 4.

Teorema 68. x € A & R es transitiva en
A — S(A,R,x) es una R seccion de A.

Demostracion. Supongamos que y€ $(A,
R, x). Necesitamos demostrar que los R-pre-
decesores de y que son elementos de A, son
también elementos de §(A4,R,x). Sea z uno
de tales R-predecesores de y, esto es,

s ANR“{yl,
por tanto,
(4} zZRy
Puesto que y €8 (A4, R, x), tenemos
@) Y Rx

luego,por la hipotesis de transitividad, se
sigue de (1) vy (2)
zRx,
de lo cual concluimos: z €8(4,Rx). QE.D.
Sobre la base de este teorema se demues-
tra facilmente que

Teorema 69. R bien-ordena A - (B es
una R-seccionde A& B = A = (3r)(zc
A& B = 8(4A, R, z))).

Algunos conceptos ulteriores de orden ta-
les como los de una R-cota superior de x, un
R-supremo de x y un reticulo se presentan en
los ejercicios.

EJERCICIOS

1. Demostrar lo siguiente:

{a) R es asimétrica — R es antirreflexiva.
{b) R es asimétrica — R es antisimétrica.

(c) 9 4 es simétrica y antisimélrica,

(d) R es relacion simétrica y antisimétrica

— (AR = 44).
(¢) R es simétrica y transitiva — R es reftexiva,

() R es fuertemente conexa — R es conexa.
2 Demostrar que

R es reflexiva — DR = DF.
3. Demaostrar que
R es una relacion — (R es simétrica « R = R).
4. Demostrar los tcoremas 43 a 45.



50 RELACTONES Y FUMNCIONES

Demostrar los teoremas 47 a 49.

Demostrar los teoremas 50y 51

Demostrar ¢l teorema 53.

Demostrar 1o siguiente:

(a). R csreflexiva — R es reflexiva.

(b) Ry S son reflexivas — R U § es reflexiva.

(¢) R es antirreflexiva — R es antirreflexiva.

(d) Ry S son antirreflexivas — RS, RUS y
R ~ S son antirreflexivas.

(e) R essimétrica — R es simétrica.

() Ry §sonsimétricas —» RNS, RUSy R~ §
son simétricas. -

(g) Resasimétrica — R, RS y R — §son
asimétricas. -

(h} R es antisimétrica - R,RN Sy R~ Sson
antisimétricas.

(i) R es transitiva — K es transitiva.

() Resconexa — K cs conexa.

(k) R es fuertemente conexa — R es fucrtemente
conexa.

) RUJIFR es reflexiva.

(m) R~ g FR es antirreflexiva.

(n) K es asimétrica — B U FR es antisimétrica.

(0) K es antisimétrica —»R ~ ¢ FR es asimétrica.

(p) R es transitiva — R U g TR es transitiva,

(q) R es transitiva y antisimétrica » R~ §FR
es transitiva.

9 Dar un contra-¢jemplo para cada una de las si-
guientes asercionds:

(a) Ry S son reflexivas — R ~ § es reflexiva.

(b) Ry § son reflexivas — R/S es reflexiva.

(¢) Ry S son antirreflexivas — R/S es antirrefle-
Xiva.

(d) Ry S son simétricas — R/S es simétrica.

() Ry Sson asimétricas — R U § es asimétrica.

() Ry S son asimétricas — R/S es asimélrica.

(g) Ry S son antisimétricas — R U S es antisi-
métrica.

(h) Ry §son transitivas —» R U § es transitiva.

(i) Ry S son transitivas — R ~ § s transitiva.

() Ry S son transitivas — R/S es transitiva.

(k) Ry Ssonconexas — R 1 S es conexa.

() Ry 5 sonconexas — R UJ S es conexa.

(m) Ry S son conexas — R — S es conexa.

(n) Ry Sson conexas — R/S es conexa.

20 -1 W

10. Demostrar los teoremas 54 a 56.

11.  Demostrar los teoremas 58 a 60.

12. Dar un contra-¢jemplo al enunciado de que, si
R~ gFR es una ordenaciéon parcial estricta, entonces R
es una ordenacién parcial.

13. Demostrar el teotema 61.

14.  Considérense los siguientes conjuntos y relaciones:

N = conjunto de los enteros posilivos.
T = conjunto de los enteros (negativos y no
negativos).
Neg = conjunte de los enteros negativos.
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Rac = conjunto de los nimeros racionales no ne-
gativos.

Ry~ <y+2,

Ry <y — 2

=Ry |zl <yl V (2l = |yl &=z <),

eRy e > [yl V (=l = W &2 > 9).

Cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas?
Para aquellas que son falsas dar un contra-gjemplo ex-
plicito.

{a) < bien-ordena Neg

(b > bien-ordena Neg

(c} < bien-ordena f

(d) < bien-ordena Rac

(¢) R, bien-ordena N

(f) R, bien-ordena N

(g) R, bien-ordena [

(h) R, bien-ordena Neg

(i) R, bien-ordena N

()] R, bien-ordena Neg

(k) R, bien-ordena 7/

0 E. bien-ordena /

(m) R, bien-ordena Rac

15. Demostrar ¢l teorema 63,

16. Demostrar los teoremas 64 y 65.

17. Considérese el conjunto

A = {< X, p>> XYy sonenteros positivos}
Definase una relacion que bien-ordene A.

18. Considérese ¢l conjunto
B ={< x, y > XYy sonenteros negativos o no negati-
YOS},

Definase una relacion que bien-ordene B,

19, Definir una relacién que bien-ordene los nameros
racionales no negativos. (Puesto que los racionales no ne-
gativos no son bien-ordenados en magnitud, esto es, bien-
ordenados por menor gue, debe usarse alghn otro artificio;
s esencial usar el hecho de que todo nimero racional es
la razén de dos enteros.)

20. Sean

N = conjunto de los enteros positivos
8= {r:z€ N &z < 108
xRysiysolosix <y + L.
Entonces, icudles de las siguientes afirmaciones son ver-
daderas?
(a) S, esuna <-seccion de N.
(b) S, es una >»-seccidén de N,
(¢) S, esuna R,-seccionde N.
(d) {1} es una R,-seccidon de N,

21. Demostrar €l teorema 65.

22, 3 Qué hipotesis adicionales de crdenacidn (s1 las
hay) se necesitan para garantizar que si 4 y B son R-sec-
ciones de C, entonces 0 AC Bo BT 47

23. Considérense las siguicnies definiciones:

(i) xesuna cota R-inferior de A ¢ (Vywe
A—zRy).
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(i) x es un R-infimo de 4 «> x €s una cota R-in-
ferior de 4 & ( V' y)(y es una cota R-inferior
de A >y Rx).*

(iii) y es una cota R-superior de A < (V) (z €

A=z Ry).

(iv} yesun R-supremo de A <y es una cota R-
superior de 4 & (V¥ x)(x es una cota R-supe-
rior de 4 — y R x).*

(v) A esun reticulo relativo a R <> R es una or-
denacion parcial de 4 & (V) (Vylz € 4
& y € A— {x,y} tiene un R-supremo y un
R-infimo en A4).

(a

-

Construir dos ordenaciones parciales de un

conjunto de cinco elementos, una de las cua-

les d¢ un reticulo y la otra no.

(b) ¢Cudntos reticulos diferentes se pueden cons-
truir con un conjunto de tres elementos?

{¢) Demostrar que,si 4 es un reticulo relativo a
R, entonces 4 es un reticulo relativo a K.

(d) Demostrar que,si R cs una ordenacion simple
de A4, entonces A ¢s un reticulo relativo a K.

{e) Dar un contra-ejemplo a la asercion de que,si
A es un reticulo relativo a R y B A, enton-
ces B es un reticulo relativo a K.

(f) Demostrar que,si 4 es un reticulo relativo a

R, vy B es un reticulo relativo a R, entonces

A ¥ A es un reticulo relativo a la relacién R

tal que si x, w € A4 y p, v € B, entonces

@y R(un)> s Riu&yRav,

§ 3.3 Relaciones de equivalencia y particio-
nes. Una relacion que es reflexiva, simétrica
y transitiva en un conjunto, es una relacidn
de equivalencia sobre ese conjunto. El ejem-
plo més ubicuo es la relacion de identidad.
La relacién de paralelismo entre rectus es
un ¢jemplo geométrico familiar de una rela-
cion de equivalencia; la relacidn de congruen-
cia entre figuras, es otro ejemplo. La signifi-
cacion fundamental de las relaciones de
equivalencia es la de que ellas justifican la
aplicacion de un principio general de abs-
traccion: Los objetos que son equivalentes
en algln respecto generan clases idénticas.
A menudo es mucho més simple el analisis
de clases de equivalencia de objetos, en vez

*Un R-infimo de A se llama frecuentemente una R-
maxima cota inferior de 4.

*Un R-supremo de A se llama también una cota supe-
rior R-minimade A.
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del de los objetos mismos. La familia de tales
clases de equivalencia de un conjunto dado
A forman una particién del conjunto, esto es,
una familia de subconjuntos no vacios de A,
mutuamente disjuntos, cuya unién iguala a
A. Reciprocamente, como veremos, toda pal-
ticion de un conjunto define una Gnica rela-
¢ion de equivalencia sobre ese conjunto.
Por brevedad definimos bajo el mismo
namero los predicados unario y binario.

Definicion 33.

(i) R es una relacién de equivalencia
«> R es una relacion & R es reflexi-
va, simétrica y transitiva;

(ii) R es una relacion de equivalencia
sobre 4 < 4 = § R &R es una re-
lacion de equivalencia.

A diferencia de las definiciones de orden
de la seccidn anterior, la presente definicién
requiere que R sea una relacién. La motiva-
cidn para agregar el requisito adicional aqui
es principalmente terminoldgica. La frase
‘R es una equivalencia’ no es deseable, pues
‘equivalencia’ se usa en varios sentidos dife-
rentes en légica y en teoria de conjuntos.
Por otra parte, cuando se usa la frase ‘R es
una relacion de equivalencia’, no parece so-
brante el requerir que R sea una relacion. La
simplicidad del siguiente teorema proporcio-
na una motivacion secundaria.

La exigencia en el definiens de (ii) de que
A = & R se hace por conveniencia técnica
para el ligamen entre las relaciones de equi-
valencia y las particiones; se vera en lo que
sigue que esta conveniencia es obvia.

Teorema 70. R es una relacion de equi-
valenciu «» R/R = R.
El siguiente teorema liga las cuasi-ordena-
ciones y las relaciones de equivalencia, de
una manera natural.

Teoremau7 1. R es una cuasi-ordenacidén
— R N R es una relacion de equivalen-
cia
La stguiente definicién introduce la notacion
R{x]; llamamos a R[x]la R-coclase de x. In-
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tuitivamente, R[x] es, simplemente, el conjun-
to de todos los objetos con respecto a los
cuales x estd en la relacién R. Cuando R es
una relacion de equivalencia, nos referimos a
R[x] como la R-clase de equivalencia de x.

Definicién 34. R[x] = {y: x R y}.

Si P es la relacion de paternidad, esto es,
x Py siy solosi x es el padre de y,entonces

P [Jorge V1] = {Isabel, Margarita}

y
P [Tomas de Aquino] = 0
(Desde luego, P no es una relacion de equi-
valencia.)
Tomemos, como ejemplo artificial sencillo,

R = {(1,15(22),{3,3),(,2), 2 i
Entonces R es una relacién de equivalencia y
R(1] = 2] = {1,2],

R[3] = {3].

Notese que en lugar de la definicion 34 ha-
briamos podido usar
R[x] = R“{x}.

No se acostumbra en matemdtica ser tan
explicito acerca de la relacién R por medio
de la cual se abstrae la clase de equivalencia
[x]. Sin embargo, seria incompatible con
nuestras reglas de definicién omitir la va-
riable libre ‘R’ en el definiendum. Se necesita
hacer énfasis en que la notacidén R[x] no es
usual y quizds se usa solo en este libro,
mientras que la notacién [x] se usa frecuen-
temente.

Tenemos el teorema acostumbrado cuya
demostracion depende del esquema axioma-
tico de separacion.

Teorema 72. y € R[x] < x R y.

Los dos teoremas siguientes colocan sobre
una base sistematica el principio de abstrac-
cién mencionado al comienzo de la seccion.
Como veremos, estos dos teoremas propor-
cionan el vinculo esencial entre las relacio-
nes de equivalencia y las particiones.
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Teorema 73. x, y € F R & R es una re-
lacién de equivalencia — (Rlz] = Riy]
—zRy.

Demostracién. Supongamos: R[x] = R[y]
Puesto que R es reflexiva, tenemos: y Ry;
por el teorema anterior,

¥€ Rlyl,
por tanto, de acuerdo a lo supuesto,

y € Rlz];

y en virtud, de nuevo, del teorema prece-
dente, x R y.

Supongamos ahora: x R y. Sea z un ele-
mento arbitrario de R{y]. En vista del teore-
ma anterior tenemos:

YRz
por consiguiente, ya que R es transitiva,
X Rz
siendo asi,
z¢€ R(x].

Concluimos que
(N R[y] C R[z].
Ahora, sea u un elemento arbitrario de R[x];
tenemos, de una vez,
x Ru
Puesto que R es simétrica tenemos, por lo
supuesto,
yRx,
en consecuencia, en virtud de la transitividad
de R,

yRu
y
ue Rly).
Asi que
(2) R[z] € Rlyl,

inferimos inmediatamente, a partir de (1) y
(2) que

R[x] = R[)]. Q.E.D.
La demostracion anterior ilustra una estrate-
gia que es muy comiin. Queremos demostrar
que los conjuntos R[x] y R{y] son idénti-
cos. No es conveniente operar con una su-
cesion de equivalencias como las usadas en
varias demostraciones anteriores. En lugar
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de eso, nuestra estrategia consiste en mostrar
que un elemento arbitrario de R[ y] pertenece
a R[], o sea que R[y] es un subconjunto de
R[z]. Luego, mostramos que R[x] es un sub-
conjunto de R[y]. Estos dos resultados juntos
establecen la identidad de los dos conjuntos.

El segundo de los dos teoremas mencio-
nados muestra que las clases de equivalencia
no se traslapan.

Teorema 74. R es una relacion de equiva-

lencia —R[r] = Rly]lV R[z|nR[y] = 0.
Nobtese que en este teorema, a diferencia del
que precede, no hay necesidad de exigir que
xyyesténen FR, puessix ¢ FR, enton-
ces R[x] = 0y la conclusién del teorema se
satisface.

Ahora nos referimos a las particiones. Tos-
camente hablando, una particion de un con-
junto 4 es una familia de subconjuntos no
vacios de 4, mutuamente exclusivos, cuya
unidn iguala a A. Por ejemplo, si

A=1{112234°7:5
y
I =1{{1,2){355{4})
entonces, IT es una particién de 4.
Formalmente, tenemos:

Definicion 35. I1 es una particién de

AUl = A&(VB(VO)BeT&CE

M&B=C—BNC=0&(Vazell

— (€ ).
El uso de la letra ‘I’ no tiene significado
formal, pero refleja una practica tan acos-
tumbrada como sugestiva. Notese que la 0l-
tima clausula del definiens excluye tanto los
individuos como ¢l conjunto vacio de la per-
tenencia a una particién. Sin embarpo, el
conjunto vacio es una particion, a saber, una
particion de si mismo. En contraste, para
conjuntos no vacios tenemos:

Teorema 75. A 5= 0 — {A } es una parti-

cién de A.
La nocion de una particién que es mds fina
que otra, se usa frecuentemente. La idea in-
tuitiva es la de que Il es mas fina que I1; si
todo elemento de I1, es un subcoajunto de
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algin elemento de 11, y por lo menos uno de
tales elementos es un subconjunto propio.
Por ejemplo, si

4 =1{1,23},
H, = {{1}, l2;3“;
HE = IA;,

entonces II, es més fina que II, Por otra
parte, si
n, ={{1,23{32),

entonces, ninguna de las particiones II,, IT;
es mds fina que la otra; simplemente no son
comparables con respecto a la finura. En iu-
gar de decir que un elemento de II, es un
subconjunto propio de II,, podemos exigir
que II, # II,, como se ha hecho en nuestra
definicion formal, la cual es condicional en
la forma.

Definicién 36. I, y I1, son particiones
de A — (11, es mds fina que Il —T1, =
& (WAYA €I, - (ABYBe Tl & 4
< B)).

Dejamos como ejercicio, algo intrigante, la
demostracion del teorerha siguiente.

Teorema 76. Todo conjunto tiene una par-
ticion que es la mds fina de todas.

Debe ser claro lo que se quiere decir con
‘la mis fina de todas las particiones’, a sa-
ber, una particiéon que es m4s fina que cual-
quier otra particion del conjunto. Una suge-
rencia concerniente a la demostracion es
considerar el conjunto potencia del conjunto
dado, ademas del esquema axiomatico de
separacion. Debe ser intuitivamente obvio
cudl es la particién mas fina de cualquier
conjunto. El problema es demostrarlo.

Para establecer, de manera precisa, el liga-
men estrecho entre las relaciones de equiva-
lencia y las particiones, definimos un con-
junto tal que, cuando R es una relacion de
equivalencia sobre A4, quiere decirse que es
la particién de A generada por R.

Definicién 37.
R[z] & B = 0}.

IHR) = {B: (3x)(B =
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Por ejemplo, si
A, = 1{1,2,3}
R, = {(1,2),42, 1), (1, 1), (2, 2), (3, )},
entonces
me,) = {{1, 2}, (811

facilmente se ve que R, es una relacidn de
equivalencia sobre 4, y II(R,) es una parti-
cion de 4,. Mas generalmente, tenemos:

Teorema 77. R es una relacion de equi-
valencia sobre A — I R) es una parti-
cidn de A.

Tenemos también un teorema que liga la
inclusiéon de las relaciones de equivalencia
con la finura de las particiones asociadas:

Teorema 78. R, y R, son relaciones de

equivalencia sobre A - (R, CR; < 1I

(R,) es mds fina que 1I(R,)).
Notese que,si no hubiéramos exigido en la
definicién de relaciones de equivalencia que
A = F R, entonces este teorema tendria que
ser formulado de otra manera, pues R, po-
dria contener parejas ordenadas cuyos ele-
mentos no pertenecieran a A.

Ahora queremos definir las relaciones ge-
neradas por una particién. La definicion es
general en la forma, asf que no est4 restrin-
gida a las particiones.

Definicion 38. R(IT) = {{r, »): (3B)
(Bell&xc B&ye BY.

Tenemos el teorema vsual (que fue omitido
en el caso de la definicion 37).
Teorema 79. zR(ID)y « (ABY(Bc 1l &
reB&yeB).
En correspondencia al teorema 77 tene-
mos el siguiente:
Teorema 80. 11 es una particion de A —
R(II) es una relacion de equivalencia
sobre A.

Demostracién. Primero, puesto que I es
una particion de 4, dado cualquier elemento
x de A, existe un Ben Il con x € B, por tan-
to x R (II)x, asi que R (TI) es reflexiva en
A. Segundo, supongamos x R (II)y. Enton-

car. 3

ces existe un B € [Ital quex € By y €8B.
Entonces, por la definicion 38,

yR{I)zx,

por tanto, R (IT) es simétrica en 4. Tercero,
supongamos que x R (II)y y y R (IT)z. En-
tonces existe un B tal que x ¢ Byy € B;
ademis, existeun Ctalquey ¢ Cyz & C.
Puesto que y estid tanto en B como en C,
concluimos de la definicién de particiones
que
B=C

asi que z € B. Entonces, por la definicion
38, x R (IT)z y vemos que R (IT} es transiti-
vaen A Q.E.D.

El teorema signiente muestira que si gene-
ramos una particion por medio de una rela-
cion de equivalencia R, entonces la relacion
de equivalencia generada por la particion es
simplemente R otra vez; en forma similar,
si comenzamos con la relacion de equivalen-
cia generada por una particién, esta relacion
genera la particidon dada.

Teorema 81. I1 es una particion de A & R,
es una relacién de equivalencia sobre

A — (11 = II(R) < R(II} = R).

EJERCICIOS

1. Demostrar:
(a) (RN8)[x] = R[] NS[z]
(b) (RUS)[z) = Rz] US[z].
2. En correspondencia a(a) y (b)del ejerciciol,; qué
es vilido para la diferencia entre conjuntos?
3. Demostrar e] teorema 70.
4. Demostrar ¢l tcotema 71.
5  Demostrar ¢l teorema 72.
6. Demostrar el teorema 74.
7 Considérese que todo elemento de 4 es una rela-
cion de equivalencia . .
(a) ¢Es ] 4 una relacién de equivalencia?
(b) ¢Es U A una relacion de equivalencia?
Si lo es, demostrario. Si no, dar un contra-ejemplo.
8. Dar dos particiones de los niimeros naturales, una
de las cuales sea mas fina que la otra.
9. Demostrar ¢l teorema 76.
10. Demostrar el teorema 77.
11, Demostrar que si R es una cuasi-ordenacion en-
tonces TE(R NR) es una particién de JR.
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12.  Dcmostrar el teorema 78.
13, Demostrar fos tcorcmas 79 y 80,
14. Demostrar ¢l teorema 81,

§ 3.4 Funciones. Desde el siglo dieciocho
ha atraido mucha atencién el trabajo de ge-
neralizar y clarificar el concepto de funcion.
La representacién de funciones ‘arbitrarias’
debida a Fourier (en realidad, las casi conti-
nuas) por medio de series trigonomeétricas,
encontré mucha oposicidn; mas tarde, cuan-
do Weierstrass y Riemann dieron gjemplos
de funciones continuas sin derivadas, los
matematicos rehusaron considerarlas seria-
mente. Alin hoy muchos textos de calculo
diferencial e integral no dan una definicion
de funcién matematicamente satisfactoria.
Una definicion precisa y completamenle ge-
neral es inmediata dentro de nuestro enfo-
que teodrico de conjuntos. Una funcién es
simplemente una relacion de muchos a uno,
esto es, una relacién tal que cualquier ele-
mento de su dominio se relaciona exacta-
mente con un elemento en su recorrido.
(Desde luego, elementos diferentes del domi-
nio pueden estar relacionados con el mismo
elemento del recorrido.) La definicion for-
mal es obvia.

Definicion 39. fes una funcidn < fes

una relacion & (Wz)(Vy)Va) (zfy &

fa—y=z).
El uso de la variable 7’ no guiere decir que
tenga alguna significacion formal. La usa-
mos aqui en lugar de ‘A’ o ‘R’ para estar de
acuerdo con el uso matematico ordinario.
Para resumir nuestro uso de variables hasta
este punto:
‘A’ B C, RS, T, L IL Y e
son variables (con o sin sub-indices) las cua-
les toman conjuntos como valores;

E A -
son variables (con o sin sub-indices) que to-
man conjuntes o individuos como valores.
En el caso de funciones no estamos satis-

fechos con ¢l uso de la notacién x fy, sino
que queremos también tener a mano la no-
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tacion funcional usual: f(x) = p, donde f(x)
se lee f de x".*
Definicion 40.  f(z) = y — [(Elz) (x f2)
&zfylv (~(EL) (zfz) & y =0l
La definicion esta construida de tal modo
que la notacion f(x) tenga un significado
definido para todo conjunto [y para todo
objeto x. Por e¢jemplo, si

=11, 0,{,2), 6 4]

entonces,
J(1)y =0
f2y=0
3y =4

La operacion de formar la composicion de
dos funciones es tan extensamente usada en
ciertas ramas de la matematica que se han
usado varios simbolos especiales para ella;
nosotros usamos un pequedio circulo ‘o’ Asi,
informalmente,

(foglz) = fg(z}).

La composicion se define directamente en
términos de producto relativo; introducimos
el nuevo simbolo ‘o’ en lugar de usar el sim-
bolo de producto relativo porque el orden
de /’y‘g en Yo g esel natural para las
funciones y es el inverso del que corresponde
al término producto relativo.

Definicion 41. fog = g/f
Tenemos los dos teoremas sencillos:

Teorema 82. /'y g son funciones — f n g
y S o g son funciones.
Teorema 83. f'y g son funciones
—{fog)x) = flglz)).
Recordando la nocidon de restriceion del
dominio de una relacion tenemos:

Teorema 84, (Jog) |4 = fo (gl4).

* En logica matematica, siguiendo ¢l uso de Whiteheud
y Russell en Principia Mathematica, se usa frecuentemen-
te f* x en lugar de: f(x).
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Previsto que fes una funcion, podemos
fortalecer dos teoremas iniciales sobre la
operacién imagen (teoremas 36 y 37).

Teorema 85. [ es una funcidn —f“(An
B) = f“4 n7“B & J*A~fB=1"(A ~
B).

Y podemos fortalecer el analogo del teo-

rema 40 para el recorrido de f
Teorema 86. f es ung funcion — (Gf)N
B = j*(7*B).

Tenemos también:
Teorema 87, f es una funcién & A nNB
=0-f“dnfB = 0.

Ahora definimos la nocién de funcién 1—1.

Definicion 42. fes 1—1 efyfsonﬁm-
ciones.

Tenemos el resultado obvio:
Teorema 88. fes 1 -1 &z, € Df & =,
€ of —>(f(-x1) = f(xz) X = X,)

Cuando fes 1 —1 es posible una definicion
sencilla de su inversa.

Definicién 43, fes 1 —1 — 7' = f
En los siguientes teoremas estan expresados
hechos tiles.

Teorema 89. fes 1-1

- {7y =z f@) =y}

Teorema 90. fes 1-1 & z € Df —

@) =2

Teorema 91. fes 1-1 & y € Gf -

) =9

Teorema 92. [y g sonl-1 —fnges 1—1.

Teorema 93. /'y g son 1-1 & Dfndg = 0

& ®fnmg = 0— fuges1-1.

Es deseable también definir de manera

formal en este punto algin lenguaje matema-
tico usual, el cual usaremos mucho en los

altimos capitulos. Lo resumimos en una de-
finicion.

CAP. 3

Definicion 44.

(i) fes una funcion sobre (0 de) A
hacia (o en) B < [ es una fun-
cion & Of = A & &f & B;
(ii) fes una funcion de A sobre B « f
es una funcion & Df = A& &f
(iii) faplica A en B o f es una fun-
cionl—1 & Df = A& ®RFC B;
(iv) faplica A sobre B < fes una fun-
ciocn 1 —1 & Df = A& ®f = B.
La distincion entre “en’ y ‘sobre’ en esta de-
finicion es usual en la literatura matematica
y tiene su contra-parte en el uso ordinario.
Una funcién 1—1 aplica 4 sobre B cuando el
recorrido de fes todo B; aplica A en B cuan-
do el recorrido de f es s0lo algin subcon-
junto de B.

Concluimos esta seccidon definiendo el con-
junto de todas las funciones de B hacia 4, el
cual se designa ordinariamente con A®. Este
concepto es Otil en una gran variedad de
contextos matematicos.

Definicion 45. A¥ = {f: f es una funcidn
& Df = B& @fC A).
En virtud del esquema axiomatico de sepa-
racion podemos establecer ¢l teorema usual.
Teorema 94. j & AP o fes una funcion
&Df=B&afc A
Formulamos sin demostracion cinco teore-
mas elementales.
Teorema 935. A° = {0}.
Teorema 96. A = 0 —0* = 0.
Teorema 97. A2 =0 A =0&B = 0.
Teorema 98. A\* = {{(z, 1)} v A}.
Teorema 99. A C B — A° < B°.

EJERCICIOS

I. Formular y demostrar una condicion necesuria y
suficiente para que la unién de dos funciones sea una
funcién.

2. Demostrar los teoremas 82 y 83.

3. Demostrar el teorema 84.

4, Demostrar los teoremas 85 y 86.
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5. Demostrar el teorema 87.
Demostrar los teoremas 89 a 93,
7. Demostrar que si fes 1—1 entonces:
(a) FYANB) = f“ANf 8B,
(b) fUA~B)=fA~fB,

8. Dado que fy g son 1 —1 considérense las siguien-
tes aserciones. Si una asercion es verdadera, demostraria.
Si es falsa, dar un contra-ejemplo.

(a) fUgesl-1,

(b) freges 1-1,

(¢) foges1-l,

(d) fUf " lesl-1,

(&) ANB=0—flAUgB esi-I,
f) ANB=0—f“ANg“B = 0.

9. Demostrar ¢l teorema 94,

10. Demostrar los teoremas 95 a 99.

11, Considérese ¢l gjercicio 23 de § 3.2, en ¢l cual se
han definido los reticulos. Queremos desarrollar una for-
mulacién equivalente en términos de operaciones. Sea A
un reticulo relative a R, y X, v € 4. Entonces definimos:

Ny = {z.y}
zU 4 py = R-supremo de {‘J:,yl 5

Demostrar (los sub-indices ‘4’ y ‘R’ se han suprimido,
por brevedad):

(=2}

R-infimo de

(a) «xNx =12

b) zlUx =2z

(¢) zNy=yNz

(d) zUy=yUxz

(&) zN(yNz) = (xNy) Nz
() zU@U2) = (zUy) Uz
(8 zN@Uy) ==

(hy zUENy) = .

RELACIONES Y FUNCIONES 57

Ahora, para ir por el otro camino, suponiendo para cua-
lesquiera x, y, z €4, las propicdades (a)—(g), definimos:
s R yoxNy =y.

Demostrar que 4 es un reticulo relativo a R,

12, Podemos definir formalmente la notacién lambda
para la abstraccion:
Si v y wson variables d{'feremesy w Ho aparece en
el termino t, entonces la identidad

(Rv)(f) = [(v,w):' = w}
es vdfida,
Hallar los siguientes conjuntos:

{a) (M)}(lz: 2 A & ACB))
by (AA)({z: 2&€ B~A & ACB))
(e} (Z)(jz: 2€ A& A = 0})

13. Demostrar:
(1) (AAY(ANA) =10
(b) (A4)(AUA)Y=0

¢} (Ad)(A~A)=0
@) (A)4/4) =0

(El significado de (a)—(d) es ¢l de que no hay conjuntos
que correspondan a las operaciones entre conjuntos. Por
ejemplo, en vista de (1) no podemos considerar la opera-
cién de un conjunto que se infersecta consige mismo ¢o-
mo un cierto conjunto de parejas ordenadas. Este resulta-
do para el caso especial de conjuntos que se intersectan
consigo mismos se generaliza ficilmente para mostrar que
no hay conjunto que corresponda a la operacién binaria
de interseccion para dos conjuntos distintos cualesquiera .)



Capitulo 4

Equipotencia, conjuntos finitos

'y numeros

§ 4.1 Equipofencia. Los axiomas consig-
nados al final del capitulo 2 § (2.10) bastan
para esta seccién y la signiente; pero en
§ 4.3, que trata de numeros cardinales, in-
troducimos un axioma especial cuyo uso se
indicard siempre con “{’.

En § 1.1 se menciond como fundamental
la nocion de Cantor referente a dos conjun-
tos que tienen la misma potencia, o, como
diremos, que son equipotentes. Es fundamen-
tal porque es la base para generalizar la no-
cion de entero positivd a la de nimero cardi-
nal. Dos conjuntos son equipotentes si existe
una correspondencia 1—1 entre ellos; los
conjuntos equipotentes tienen el mismo ni-
mero cardinal. Esta nocién intuitiva de co-
rrespondencia 1—1 se precisa facilmente; tal
correspondencia es precisamente una fun-
¢ion 1 —1. Formalmente tenemos: *

Definicion 1,
(i) A =Bbajof. siysdlosi fesuna
funcion 1—1 cuyo dominio es A y
cuyo recorrido es B;
(iiy A =B, siy sdlosi existe una f tal
que A = B bajo f.
Por ejemplo, si
Al = [17 37 5'
A, =1{1,7,9},

* En este capitulo y en lo que sigue, usamos simbolis-
mao kdgico sdlo rara vezr para formular definiciones y
teoremas; pero ¢ cualquier caso, serd obwvia la formula-
cién simboélica apropiada.
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cardinales

entonces A, y 4. son equipotentes. Cualquie-
ra de las varias funciones establecera esto:

.fl = l(ly 1)) <31 7)! <51 9)}:
o también,
Fr={{1,7,3,9.6, 0

Es claro que dos conjuntos finitos son equi-
potentes cuando tienen el mismo niimero de
elementos. (Desde lnego, no hemos definido
todavia las nociones de finitud o de namero
dentro de nuestro enfoque axioméatico) Tam-
bién es claro que si un conjunto finito es un
subconjunto propio de otro, entonces los dos
conjuntos no pueden tener la misma poten-
cia, esto es, no pueden ser equipotentes. Sin
embargo, la situacién es completamente di-
ferente para los conjuntos infinitos. Considé-
rese, por ¢jemplo, ¢l conjunto N de enteros
positivos { 1, 2, 3,.. .} y el conjunto E de los
numeros pares{ 2, 4, 6,. . .}. Obviamente, E
es un subconjunto propio de N, pero Ey N
son equipotentes, lo cual se muestra facil-
mente considerando la funcion el doble, £,
tal que para todo entero positivo n
f(n) = 2n.

Vemos, de una vez, que fes 1 -1, Df =N, y
®f = E

Los tres primeros teoremas muestran que
la equipotencia tiene las tres propiedades ca-
racteristicas de una relacion de equivalencia.

A=A
Demostracién. La funcién idéntica 94 es
una funcién 1 —1 apropiada. Q.E.D.

Teorema 2. Si 4 = B, entonces B = A.

Teorema 1.
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Teorema 3. Si A = B & B = C, entonces
A=C.

Demostracion. Sea funa funcién 1—-1 que
establece 4 =~ B, con Df = A; sea g una fun-
cién 1—1 correspondiente, que verifica B=C
con Dg = B. Entonces la funcidén g o fes
l—1, D(gof) =Ay R(gof} = C dedon-
de A=C. Q.E.D.

Ahora formulamos varios teoremas que
relacionan la equipotencia a las operaciones
y relaciones introducidas previamente. Estos
teoremas simplifican mucho el desarrollo de
la aritmética cardinal en § 4.3. El primer
teorema se usa para justificar la definicion
de adicion cardinal. El segundo se usa para
justificar la definicion de multiplicacién car-
dinal; el tercero se usa-para demostrar la
conmutatividad de las multiplicacién cardi-
nal, etc. El orden de estos teoremas es casi el
mismo que el de los teoremas correspondien-
tes para nimeros cardinales en § 4.3.

Teorema 4. Si A=B & C=D & AnC
=0 & BnD =0, entonces AUC=BUD,

Demostracion. Por la hipdtesis, existen
funciones fy g que son 1—1 y tales que 4 =
B, bajo fy C =D, bajo g. Se sigue también
de la hipdtesis que

DfNDg = 0

y
RfNGRg = 0,

por tanto, en virtud del teorema 93 de § 3.4,
fUges 1«1y seve ficilmente que
AUC = BUD bajo jug. Q.E.D.
Teorema 5. Si A = B & C = D,entonces
AXC=BXxXD.

Demostracién. Sea A = B bajo la funcién
Fy C = D bajola funcién g Entonces la
funcion h tal que parax ¢ A yy € C

E((x, 1)} = {f(z), g(¥))

establece la equipotencia entre A x Cy BxD.
Q.E.D.

Teorema 6. A X B = B X A.
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Demostracién. La funcién f tal que para
x€Ayy B

Sz, 9 = (y, o

es apropiada para establecer la equipotencia

pedida. Q.E.D.
Teorema 7. A X (B X C) = (A X B)
X C.
Teorema8. A Xz} = A& {z} X A

= A.

Demostracion. Para la primera mitad del
teorema es apropiada la funcidn f definida
sobre A X {x}tal que paray ¢ 4

fy, 2 =y~
Para la segunda mitad del teorema puede
usars¢ una funcién similar, QE.D.
Teorema 9. Existen conjuntos C y D ta-
lesque A =C & B=D &CnD =0.

Demostracion. Definamos

C=AXx |0}

D = B {|0}}.
Entonces, por el teorema precedente, A = C
y B = D y,naturalmente, CnD = 0. Q.ED.

El siguiente teorema se usa para justificar
la definicién de exponenciacién cardinal.

Teorema 10. Si A = B& C = D, enton-
ces AC=RB>.

Demostracion. Por hipotesis existen fun-
ciones f 'y g que son 1-1 talesque 4 = B
bajofy C =D bajog Sih € A° entonces,

1) Sohg BY
y,a partir de (1), inferimos:

fohog™ '€ BR.
Mas ain, st 4’ € BP, entonces existe un tni-
coh €A° talque k' = fohog ' (en cfecto,
h=ftoh'og). Por tanto, si definimos la
funcién f* sobre A€ tal que para todo A € 4°
fh)=fohog™,

entonces f” es 1-1 y su recorrido es B2 .
Q.E.D.
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Omitimoes la demostracion de los tres si-
guientes teoremas, que corresponden a tres
leyes fundamentales de la exponenciacion
cardinal.

Teorema 11. Si BNC = 0, enionces APY°C
= A" x A€,

Teorema 12. (A X B)¢ = A° X BC.
Teorema 13. (AF)¢ = AB<C

Anticipamos ahora la definicion del en-
tero 2, dada en el capitulo 5, para formular
un teorema clasico en la notaciéon usual: el
conjunto potencia ®A4 es equipotente con

A

Teorema 14. Si 2 = { 0, { 0} }, entonces
¢A = 24,

Demostracion. Sea B € ®A. Entonces exis-
te una funcidon gs € 24 tal que

Osize B
gs(r) =

{O}size A ~B.
Se ve facilmente que 4 cada B corresponde
una dnica gg,y para cada h € 24 existe un
Gnico B € ® 4 tal que h = gg, lo que esta-
blece la correspondencia pedida. Q.E.D.

Pasamos a definir, de la manera obvia, la

refacion < de ser igual o menor gue, en poten-
¢ia, 1o que podemos llamar también, ser igual
o menos potente que, aun cuando la frase ‘me-
nos potente’ no €s muy usual.

Definicién 2. 4 < B si y solo si existe un
conjunto C tal que A = C & C € B.

Tres teoremas sencillos:

Teorema 15. Si A = B, entonces A £ B.
Teorema 16. Si A C B, entonces A £ B.

Teorema 17. 5/ A £ B & B < C, entonces
A <LC

Un teorema menos obvio, pero fundamen-
tal para la teoria de la potencia de Cantor,
es el siguiente, cuya demostracion es la mas
dificil de todas las que se han dado en los
primeros cuatro capitulos.

cap. 4

Teorema 18. [Teorema de Schroder-
Bernsteinj* Si A < B & B € A,entonces
A =B
Demostracion, Siguiendo la hipétesis del
teorema, suponemos que
S aplica 4 sobre B, € B

¥y que
g aplica B sobre 4, © A.
Podemos mostrar que 4 y B tienen la misma
peotencia si podemos hallar un subconjunto K
de A tal que g aplica B.— f**K sobre 4 ~ K.
La h definida como sigue proporcionara la
correspendencia apropiada:
h = (fIK) U ({4 ~K)),
ya que
el dominio dek = K U (A~K) = 4,
y
el recorrido de b = (f“K) U (3“(4 ~ K))
= (f“K) U (B~f“K) = B.
En otras palabras, necesitamos hallar un
subconjunto K de A4 tal que
g“(B"-’f“[() _— A ~ K
Para este efecto demostramos ahora que, si
definimos
D={C: CCA&LGB~FC)S A~CY,

entonces U D es un K apropiado.
Observamos primero que,si ¢, &4 &
C, ©SAyC, & C, entonces

g“(B~J4Cy) C g“(B~JC)),

por tanto,
(1) A ~g“(B~ “01) g A Ng“(BN “C,).

* El teorema fue demostrado independientemente por
E. Schrader y F. Bernstein, hacia 1890, Debido a que el
teorema fuc conjeturado por Cantor, se llama a veces el
teorema de Cantor-Bernstein. La demostracidén que se da
aqui estd de acuerdo con la que dio Fraenkel (1953, pp-
102-3) vy la cual ¢l mismo Fraenkel acredita a J. M, Whi-
taker.
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Mas atn, para el caso especial en que C € D,
tenemos,
@) CCA~g“(B~ ).
{Esto se sigue de la definicion de D y del
hecho que para subconjuntos cualesquiera X
yYded, XS4 Y, siysdlosi YSA~X)
Puesto que todo € € D es un subconjunto de
U D, concluimos, a partir de (1) y (2),que,si
C € D entonces
(3) CCA~g“B~fUD).
Por el teorema 63 del capitulo 2 podemos
inferir, a partir de (3), que
4 UDCA~g“B~fUD).
Ahora, seca
(&) F=A~g“B~f“UD).
Entonces, en virtud de (1), (4), (5)
A ~g“B~f'UD) C A ~g“(B~f“F),
o sea,
FC A~ g“(B~JF),
por tanto, concluimos
FeD,
o sea,
) A~g“B~fUD)C UD.
A partir de (4) y (6), tenemos
UD=A~g¥B~fuD),
lo cual, para K = U D, es equivalente a:
g“B~J“K) = A~K,
que es la conclusion pedida. Q.E.D.

Tendremos ocasién de usar el ieorema de
Schroder-Bernstein en las demostraciones de
varios teoremas subsiguientes. Por el mo-
mento completamos nuestra lista de teoremas
sobre la relacién <. Principalmente tenemos
el siguiente resultado de monotonia:

Teorema 19. Si A £ B & C £ D, enionces
(i) si BnD =0,entonces AUC <
BUD,
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(i) 4xC <BxXD,
fiii) A€ < BP, previsto que no se cum-
plagqgue4A =B =C&D=*0

Como consecuencia inmediata de (i) de
este teorema, obtenemos:

Teorema 20. 4 <4 UB.

Ahora definimos, de la manera esperada,
la relacion <de tener menor potencia. Deci-
mos ‘no B £ A’ como una abreviatura de
‘no es el caso de que B < 4°.

Definicién 3. 4 <B, si y sélo si AXB
& no B <A.
En el siguiente teorema se resumen tres resul-
tados sencillos:

Teorema 21.
(1) No A <A4;
(il) Si A <B, entonces no B < A;
(i) SiA<B & B<C,entonces A<C.
En el siguiente teorema se resumen algunas
relaciones entre la equipotencia y la potencia
relativa.

Teorema 22.
(i) SiAd < B, entonces no B < A;
(i) Si ALB & B<C, entonces, A <C;
(iii) Si A<B & B=C, entonces A <C;
(ivy AZXBsiysolosi oA=B oA<B.
Demostracion. Demostramos solamente
(iv). [Necesidad]. Supongamos que no A <B.
Entonces, en vista de la definicién 3, o no
A< B o B<A4; pero,por hipotesis, 4 < B, asi
que también, B <A4. Por el teorema de Schro-
der-Bernstein concluimos que 4 = B.

[Suficiencia]. Si 4 = B, entonces, obvia-
mente, 4 < B. Si A < B, entonces, por la de-
finicién 3, A < B. Q.ED.

Es de fundamental importancia el teorema
de Cantor segin el cual, todo conjunto tiene
menos potencia que su conjunto potencia.

Teorema 23. 4 < ®A.

Demostracion, La demostracién hace uso
del argumento bdsico empleado para cons-
truir la paradoja de Russell en teoria de con-
juntos intuitiva, si bien la demostracion de
Cantor fue histdricamente anterior a la para-
doja de Russell.
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La funcion f sobre A tal que para x en 4
J) ={x}
establece que

8 A < P4,

ya que el conjunto de conjuntos unitarios de
. elementos de A es un subconjunio del con-
junto potencia de A.

Ahora supongamos A = ®A bajo la fun-
cion g, digamos (Dg = A & &g = @4). De-
finamos:

B={yycA&ya gl
Por tanto, sobre la base de nuestira suposi-
cion, debe existir alglin x en 4 tal que

g2(x) = B.
Pero podemos inferir facilmente que
x € g(x), si y sdlo si xZ g(x),
lo que es absurdo. Concluimos que nuestra
suposicion es falsa y que no es el caso de que
A = ®A; a partir de este resultado inferi-
mos (1) y la contrapositiva del teorema de
Schréder-Bernstein, o sea que no es el caso
de que ®A4 < A; esto establece el teorema.
Q.E.D.
El hecho mas importante acerca de la po-
tencia relativa de conjuntos, la cual no he-
mos establecido atn, es la de que la potencia
relativa de dos conjuntos es siempre compa-
rable, 0 sea que tenemos siempre A <B, A =
B o B < A. Este resultado, conocido como la
ley de tricotomia, no solo requiere el axioma
de escogencia en su demostracion, sino que
es equivalente a él. Diferimos esta demostra-
cion hasta el capitulo 8, donde discutimos el
axioma de escogencia con mas detalle. La
importancia de la tricotomia para la teoria
clasica de nameros cardinales debe ser obvia:
sin ella, dos cardinales cualesquiera dejan
de ser comparables necesariamente; tal es-
tado de cosas es inconveniente en cualquier
teoria de cantidad, finita o infinita.

EJERCICIOS

| Demostrar el teorema 2.
2. Demaostrar el teorema 7.
3 Demostrar los teoremas 11 a 13,
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4. Dcmostrar que si fes una funcion, entonces f

=f.

5. Demostrar los icoremas 15 a 17.

6. Demostrar que si B 70, entonces 4 <4 x B.

7. Usar ¢l teorema de Schrider-Bernstein para de-
mostrar que,si AS BCC & A=C, entonces B=C.
Reciprocamente, demostrar que este resultado implica
el teorema de Schrider-Bernstein.

8. Demostrar el teorema 19,

9. Demostrar ¢l teorema 21.

10, Demostrar las partes (i) a (iii} del teorema 22.

11 Demostrar que,si B=C & A< Byentonces A <C.

12. Demostrar que,si L A&ygd B& AVUfz} =
BU [y}, entonces 4 = B.

§ 4.2 Conjuntos finites. La nocion del sen-
tido comtlin es la de que un conjunto es fini-
to cuando tiene exactamente » elementos
para algin entero » no negativo. Si no es fi-
nito, entonces es infinito. Esta idea del sen-
tido comun es técnicamente buena y la usa-
Temos en 1o que sigue, pero también es
instructivo tratar de encontrar una definicién
de finitud que no requiera referencia explicita
a los nameros. Tal enfoque es también intui-
tivamente bueno, ya que continuamente juz-
gamos que un conjunto es finito, sin una idea
clara de su cardinalidad. Por ejemplo, cual-
quiera cree que el conjunto de los cabelios
de las cabezas de todos los clérigos zurdos y
ojiazules que vivieron en 1900 es finito, pero
probablemente ninguno podria estimar con
alguna aproximacion la cardinalidad de este
conjunto.

Dedekind [1888] propuso una definicion
no numérica.® Un conjunto finito se caracte-
riza por no ser equipotente con ninguno de
sus subconjuntos propios. La consideracion
de ejemplos simples de conjuntos finitos su-
giere que esta definicion es intuitivantente
aceptable. Notese, desde luego, que no esta-
mos buscando alguna definicidon arbitraria
de finitud, sino una definiciéon segin la cual
sean finilos aquellos conjuntos que son fini-

* Este enfoque fue sugerido independientemente por
Peirce, aproximadamente al mismo tiempo. (Véase Peirce
11932, Vol. 111, pp. 210-249])
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tos en el sentido de tener n elementos, para
algin entero .

Por aceptable que pueda parecer la defi-
nicion de Dedekind, ella requiere el axioma
de escogencia para demostrar que todo con-
junto finito de Dedekind es finito en el senti-
do ordinario. Esta demostracion se dard en
el capitulo 8.

Muchas otras definiciones alternas de fi-
nitud han sido propuestas por Zermelo, Rus-
sell, Sierpinski, Kuratowski y Tarski, para
mencionar los mas conocidos. En Tarski
[1924b], se da una visién sistemdtica y com-
pleta y se propone la definicién de Tarski.
Ya que la definicién de Tarski es simple y
no requiere el axioma de escogencia para de-
mostrar su equivalencia con la definicion
numérica ordinaria, la adoptaremos aqui.
Los desarrollos de esta seccion siguen muy
de cerca el articulo de Tarski.

Laidea es la de que un conjunto es finito
cuando una familia de subconjuntos, no va-
cia, del conjunto dado tiene un elemento del
cual ningln otro miembro de la familia es
un subconjunto propio. Esto es, en la termi-
nologia de la definicion 26 del capitulo 3,
toda familia no vacia de subconjuntos tiene
un elemento minimo con respecto a la rela-
cion C de ser un subconjunto propio. For-
malmente, definimos tanto los elementos mi-
nimos como los maximos.

Definiciéon 4,

(i) x es un elemento minimo de A, si
y sélo si x € A & x es un conjunte
& para todo B, si B € A, entonces
no BC x;

(i) x es un elemento minimo de A, si
¥ s6lo si x € A & x es un conjunto
& para todo B, si B € A, entonces
no x CB.

Por ejemplo, si

4 = {1,238},

K, = {{1,24, {1}, {8}],

K2 = lOJ {113}:‘4'1
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entonces los conjuntos {1} y {3} son elemen-
tos minimos de X;; el conjunto vacio es el
elemento minimo de K,. Obviamente, cual-
quier otra familia, no vacia, de subconjuntos
de A tiene un elemento minimo. Por otra
parte, consideremos el conjunto N de ente-
ros positivos y consideremos la familia F de
subconjuntos {N, N, ..., N, ...} donde
Ng es

N ~{1,2,. .., -1}

Entonces, claramente, F no tiene elemento
minimo y esta situacion es tipica de los con-
Juntos infinitos. Los elementos méximos de
K, son los conjuntos {1, 2} y {3} y el Ginico
elemento maximo de K, es el mismo con-
junto A.

La definicion de Tarski, a diferencia de la
de Dedekind, no requiere la nocion de equi-
potencia. Sin embargo, més adelante, en esta
seccion, demostraremos algunos teoremas
acerca de la equipotencia y potencia relativa
de conjuntos finitos, que nos referiran a las
ideas de la seccion precedente.

Definicion 5. A es fInito, si y sdlo si toda
familia de subconjuntos de A tiene un
elemento minimo.

Nos referimos ahora a algunos teoremas
elementales. Las demostraciones de los dos
primeros son muy simples.

Teorema 24. El conjunio vacio es finito.
Teorema 25. {x} es finito.

Teorema 26. Si A es finito y B © A, en-
tonces B es finito.

Demostracién. Sea K una familia no vacia
de subconjuntos de B. Yaque BC 4, Kes
una familia no vacia de subconjuntos de 4
y por la hipétesis del teorema debe tener un
elemento minimo. Q.E.D.

Teorema 27. Si A es finito, entonces
A N By A ~ B son finites.
Demostraciéon. Notamos que
ANBC 4,

A~BC A,
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y entonces se aplica el teorema precedente.

Q.E.D.

La demostraciéon de que la unién de dos
conjuntos es finita es mas dificil.

Teorema 28. Si A y B son finitos, enton-
ces A U B es finito.

Demostracion. Sea K una familia no vacia
de subconjuntos de 4 U B. Para establecer
el teorema es necesario demostrar que X tie-
ne un elemento minimo.

Definimos:
(1) L=1{C: CSA&3IDC B tal que
cuD e K}.

La siguiente consideracion muestra que L no
es vacio. Sea E algin elemento de K. Enton-
ces C = E N A esun elemento de L, pues
podemos tomar a D como E ~ 4.

Puesto que A es finito, L tiene un elemen-
to minimo, digamos C*. Observamos:

(2) c*eL

3) cr c4a.

Definimos ahora

M = |E: ECB&EUC* € K}.

En virtud de (2) y (3), M no es vacio; puesto
que B es finito, M, como L, tiene un elemen-
to minimo, digamos E*.
Ahora tenemos:

@) E*cM
(5) E*CB
() E*uC* € K.

Para completar la demostracion, demos-
tramos que E* UC® ¢s un clemento minimo
de K. Supongamos, por via de contradiccion,
que existe un conjunto G tal que

%)) GcK
(8) G C E* uC*.
Ahora, a partir de (3) y (5),vemos que
(9) Gne* CC*C A
(10) GnE* CE*CRB

y,a partir de (8),
an G = (GNCYIU(GNE™).
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A partir de (7), (9), (11) y 1a definicion de L,
inferimos

dnc* <L,
y puesto que C* es un elemento minimo de L,
(12) Gne* = C*.

Ahora, a partir de (7), (1) y (12),
(GNEY)UC* €K,
asi que, recordando (10),
GnE* ¢ M.
Puesto que £* es un elemento minimo de M,
(13) GnE® = E*,
A partit de (11}, (12) y (13) concluimos que
G=C"UE*,
lo que contradice (8) y demuestra que nues-
tra suposicion es falsa. Q.E.D.
Como consecuencia inmediata de los teo-
remas 25 y 28, tenemos:

Teorema 29. Si A es finito, entonces
AU {x} es finito.

Realizamos ahora la formulacion y de-
mostracion de un principio de induccion para
conjuntos finitos. Como veremos, tal prin-
cipio puede usarse como definicion de con-
juntos finitos, hecho que fue reconocido por
Whitehead y Russell en Principia Mathe-
matica (Vol. 11, *120.23). Una formulacion
esquematica del principio de induccion para
los enteros no negativos es como sigue:

Si
(i) «(0)
(i) (Vn)le(n) > e(m + 1)),
entonces (¥ n)e(n).
En el capitulo siguiente demostramos este
principio para los enteros. El principio de
induccion correspondiente para un conjunto
finito agrega la hip&tesis de que el conjunto
es finito y sustituye a (i1) por

(V2)(VB)(z € A & ¢(B) — p(BU{z}),

la idea es la de que,si el conjunto 4 es finito,
partimos del conjunto vacio y agregamos ele-
mentos de 4, uno cada vez, hasta que agote-
mos a A.

La demostracion del teorema relativo a
induccion para conjuntos finitos se facilita
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si se dispone de la nocién ya definida de ele-
mento mdximo de una familia de subconjun-
tos. Las demostraciones de los dos teoremas
acerca de los elementos maximos se dejan
como ejercicios.
Teorema 30. Toda familia no vacia de
subconjuntos de un conjunto finito tiene
un elemento mdximo.
El segundo tecrema es el reciproco del teo-
rema 30 y los dos a la vez muestran que un
conjunto finito puede ser definido en térmi-
nos de toda familia no vacfa de sus subcon-
juntos que tienen un elemento méaximo.
Teorema 31. Si toda familia, no vacia,
de subconjuntos de un conjunto A tiene
un elemenio mdximo, entonces A es fi-
nito.

Estamos listos ahora para el primer teore-
ma de induccién.

Esquema teoremdtico 32. S/

(i) A es finito,
(11} (0},
(i) (VD)(VB(z€ A& BC A& ¢(B)
— @(BU{z})), entonces @(A).
Demostracion. Supongamos que valen (i)
y (i). Definimos
(1) K ={B: B A&g(B)].
El conjunto K no es vacio, ya que 0 S 4 y
¢(0); ademdas, 0 € K. Por tanto, en virtud del
teorema 30 y (i), X tiene un elemento maxi-
mo, digamos B. Queremos demostrar que
B = A, y por tanto ¢(4). Supongamos que
ocurriera que B == A. Sobre la base de (1),
B C A, asi que,
A~ B0
Sea z € A~ B. Entonces, Bufz}jcS A y.en
virtud de (iii), p(BU{z}); por tanto,

Bulr} € K,

lo que contradice que B sea un elemento
maximo de K y demuestra que nuestra supo-
sicion es falsa. Q.E.D.

Tomando g(B) como ‘B € K’ inferimos in-
mediatamente, por el teorema 32,la siguiente
formulacion ‘conjuntista’ de induccion para
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conjuntos finitos. Es importante notar que
el reciproco se cumple; a saber, el teorema
32 se sigue del teorema 33 si hacemos K =
{B: B ®4 & o(B)}.

Teorema 33.
(i) A es finito,
(i) 0K,
(i) (Vo)(VB)(z€e A&BCA&BC
K — BU |z} € K).entonces A€ K.

En el siguiente teorema se establece que esta
propiedad inductiva de los conjuntos finitos
puede usarse para caracterizarlos.

Teorema 34. A4 es finito, si y sélo si A
pertenece a todo conjunto K que satisface
(ii) y (iii) del teorema 33,
Demostracién. La necesidad se sigue del
teorema 33. Para demostrar la suficiencia,
supongamos que A pertenece a todo conjun-
to K que satisface (ii) y (iii). Sea X, la fami-
lia de todos los subconjuntos finitos de 4.
En virtud del teorema 24, 0 € K,. M4s aln,
si BC K, y x €A, entonces, por ¢l teorema 29,
BU |z| € K,, de donde, por hipotesis, 4 €
K, asi que es finito. Q.ED.
La definicion de Sierpinski (1918), modifi-
cada ligeramente por Tarski, se da en el teo-
rema siguiente, cuya demostracion es seme-
jante a la del que precede.

Teorema 35. A es finito, si y sdlo si A
pertenece a lodo conjunto K tal que
(i) 0€k
() s x € A, entonces {x) € K,
(iii) sf BE K & C € K, entonces BU
CEk
La definicion de Sierpinski fue modificada
por Kuratowski [920] y proporciona el si-
guiente teorema, cuya demostracion se deja
como ejercicio.
Teorema 36. A es finito, si y solamente
si el confunto potencia ® A es el unico
conjunto K que satisface las condiciones:

() KCea,
(i) 0€K,
(iii) §i x € A, entonces {x) € K,
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si B € K& C € K, entonces B
U CeEKk

Nuestro objetivo siguiente es demostrar
algunos hechos concernientes a la finitud del
conjunto potencia y del conjunto suma de un
conjunto dado. Demostramos antes un teo-
rema preliminar, ¢l cual establece que, si po-
demos aplicar 4 sobre B y A es finito, en-
tonces B es finito.

(iv)

Teorema 37. Si A es finito y f es una
Sfuncién cuyo dominio es A y cuyo reco-
rrido es B, entonces B es finito.

Demostracion. Definimos
K=1{C: CCA&f“C es finito).

Queremos demostrar, por induccion, (usando
el teorema 33) que 4 €K, por tanto B es fini-
1o, ya que f“A=B. Primero observamos, de
manera inmediata, que 0 € K porque 0€ 4
y f°0 = 0. Supongamos, para la segunda
parte de la induccién,que x€A4 y C< K Ne-
cesitamos demostrar que CU |z} € K. Obvia-
mente, CU{z}C A. Buesto que fes una fun-
cion, /“{x} es un conjunto unitario y, por tan-
to.finito (teorema 25); ya que C € K, j*Ces
finito. Por consiguiente, en vista del teorema
28, (f“C)Uf“{z} es finito. Pero, en virtud del
teorema 35 del capitulo 3,

fACuie)) = JUCyufial,
y fCU{x}) es finito. Concluimos que
Culzick,

lo que completa la demostracion.  Q.E.D.

Teorema 38, Si un conjunto es finito, en-
tonces su conjunto potencia es finito.

Demostracién. Como en la demostracién
precedente, definimos un cierto conjunto y
luego demostramos por induccién que A es
un elemento de él. Definimos:

K = {B: BC A & ®Bes finito}.

De nuevo es obvio que 0 € K Supongamos,
como es usual, para la segunda parte de la
induccion, que B€ Kyx e A.8ix € Bla
induccién es inmediata, asf que podemos su-
poner que x ¢ B. Claramente, BU {riC A.
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Queda por demostrar que el conjunto poten-
cia, ®(BU{z}), es finito, dado que @ B es fi-
nito, para demostrar que BU{z} € K. De-
finamos:

¢))] J={{C,Cuizl): C e @Bl
Demostramos ahora que f es una funcion
cuyo recorrido es @(BU [z}) ~ ¢B. (Obvia-
mente el dominio de fes @ B.)Es evidente,
por (1),que f es una funcién. El problema es
demostrar que su recorrido es el conjunto
pedido. Si € ¢ ®B, entonces

Cuiz] € ®BU{z}) ~ @B
ya que x & B. Por otra parte, si
D ¢ ®(Bu{z}) ~ @B,

D~ {z} € @5,
(D~ iz}, D) ]
Concluimos que ®#(BU{z}) ~ ®B eselre-
corrido de f Aplicando ahora el teorema pre-
cedente y usando la hipétesis inductiva de
que @ B es finito, inferimos que @(BU {z})
~ @3 es finito.

Notamos que

®(BU{z}) = (P(BU{z}) ~ PBY)UGE
y ya que, en virtud del teorema 28, la unién
de dos conjuntos finitos es finita, obtenemos
que ®(BU{x}) es finito; por tanto,
Bu{z)c K,

lo que completa la induccion. Q.E.D.

Dejamos como gjercicio la demostracion
inductiva del siguiente teorema.

entonces

por consiguiente,

Teorema 39. Si A es finito y todo con-

Junto que es elemento de A es finito, en-

tonces U A es finito.
Los dos altimos teoremas se pueden usar
para demostrar cada uno el reciproco del
otro, esto es, el teorema 39 es util para de-
mostrar el reciproco del teorema 38 y vice-
versa. Dejamos estos dos reciprocos como
ejercicios.

Teorema 40. Si ¢ A4 es finito, entonces

A es finito.

Teorema 41. Si A es una familia de con-
Juntos y U A es finito, entonces A es fi-
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nito y todo conjunto que sea un elemento
de A es finito.

Nétese que el teorema 41 no es exactamente
el reciproco del teorema 39, pues la hipotesis
adicional requiere que 4 sea una familia de
conjuntos. Obviamente, U A podria ser finito
y 4 infinito, siempre que 4 tenga sclamente
un nimero finito de conjuntos como elemen-
tos, ya que los elementos de 4 no contribu-
yena UA. >

Consideramos ahora algunos teoremas so-
bre equipotencia de conjuntos finitos. La de-
mosiracion del primero se sigue, de una vez,
a partir del teorema 37.

Teorema 42. Si A es finito y 4 = B, en-
tonces B es finito.

Teorema 43. Si A4 es finitoy B < A, en-
tonces B es finito.

Demostracion. Dado que B < A, entonces
existe un subconjunto C de 4 tal que B~ C;
pero ya que A es finito, teniendo en cuenta
el teorema 24, C es finito, asi que por el teo-
rema anterior y la simetria de la equipoten-
cia, B es finito. Q.E.D.

Se menciond, al final de la secciéon ante-
rior, la ley de tricotomia, o sea, el teorema
que afirma que para dos conjuntos 4 y B
tenemos siempre: A <B, A =B, B<A yesta
ley es equivalente al axioma de escogencia.
Sin embargo, sin el axioma de escogencia po-
demos demostrar, por induccion, la ley de
tricotomia, si uno de los conjuntos es finito.

Teorema 44. Si A es finito, entonces
A<B, A=B o B<A.
Demostracién. La induccion se realiza so-
bre subconjuntos de A. Definamos:

K={C:CSA&(C<B,C=BoB<0)|.

Claramente, 0 € K, pues si B = 0, entonces
0 = B;st B 5 0, entonces 0 < B. Para la se-
gunda parte de la induccién suponemos, co-
mo es usual, que C € Ky que x € A4; guere-
mos demostrar que CU{x} € K. El caso no
trivial ocurre cuando x ¢ C. Por hipstesis,

C<B, C=B, o0 B<C.
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Estas tres posibilidades llevan a los tres casos:

Caso 1. C < B, Entonces existe un subcon-
junto propio D de B tal que C= D, bajo la
funcioén f, digamos. Puesto que D es un sub-
conjunto propio de B, existe un y en B ~ D;
por tanto,

JU{{z, 1
establece que
Cu{z} = Duty),
asi que
Cufz} £ B,

lo cual implica
Cu{zxi=BoCu{z}<B,
¥, por consiguiente,
Culz] € K.

Caso 2. C=B. Puesto que CESCU{x}, se
cumple que C =CU{x} o que C<CU{x}. Si
subsiste la primera alternativa, entonces CU
{x} = B. Si subsiste la segunda, entonces B
< CU{x}. En cualquier caso se sigue que C'U
xre kK

Caso 3. B<C. Ya que C<CU |z}, tenemos,
de una vez, que B<CU{z], asi que Cu{z}
£K. QE.D.

Es una consecuencia facil del teorema que
se acaba de demostrar (y de algunos resulta-
dos precedentes) que un conjunto finito tiene
siempre menos potencia que uno que no es
finito.

Teorema 45. Si A es finito y B no lo es,
entonces A<B.

Podemos demostrar ahora ¢l importante
teorema de que un conjunto finito {en el sen-
tido de Tarski) es un conjunto finito de De-
dekind. Como se observé ya, toda demostra-
cién conocida de este teorema requiere el
axioma de escogencia. Para referencia futura,
es conveniente definir formalmente la fini-
tud de Dedekind.

Definicion 6. Un conjunto es finito se-
gin Dedekind, si y solamente si no es
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equipotente a ninguno de sus subconjun-
tos propios.
Demostramos ahora:

Feorema 46. Si un conjunto es finito, en-
tonces es finito segiin Dedekind.

Demostracién. Supongamos, contrario al
teorema, que A es un conjunto finito con un
subconjunto propio B tal que

A=B

bajo la funcion f, digamos. Definimos
K=1{C:CSA&fCCCY}.

Puesto que f“A = By BC A, vemos de una

vez, que 4 € K. Asique la familia X de sub-

conjuntos de A no es vacia; ademas, puesto

que A4 es finito, K tiene un elemento minimo,

digamos D. En consecuencia,

(1) “De K
pues f*DC D y Desun elemente minimo.
Por otra parte, en vista del hecho que D = f*D
y f“D C D, tenemos que

JeueDy b,

asi que

93] “DEK,
pero (1) y (2) son, conjuntamente, absurdos
y nuestra suposicion es falsa. Q.E.D.

Dejamos como ejercicio demostrar tres
consecuencias interesantes del teorema ante-
rior. La tercera de éstas, que es equivalente
al axioma de escogencia, ha sido demostrada
por Tarski [1924a], cuando se ha eliminado
la restriccidén a conjuntos finitos.

Teorema 47. Si A es finito y B C A, en-
fonces B <A
Teorema 48. S/ A, B y C son finitos y si
A <ByBn C =0, entonces

AUC < BuC.

Teorema 49. Si 4, B, C y D son finitos
ysi A<B, C <Dy BnD =0, entonces

AUC < BuD.

En el siguiente teorema se da una propie-
dad de conjuntes finitos, muy ligada a la fi-
nitud de Dedekind.
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Teorema 50. Si A es finito y x@ A enton-
ces A<AU{z].
Cerramos el desarrolio sistemitico de esta
seccion con dos Utiles teoremas, el primero
de los cuales demostramos.

Teorema 51. £l producto cartesiano de
dos conjuntos finites es finito.

Demostracion. Sean A y B conjuntos fi-
nitos. Si uno de los dos es vacio, 4 x B =0,
de modo que podemos suponer que ninguno
es vacio. Definimos

C = {4 X {yl:y € Bl
Observamos que
UC =4 X B.

Ademas, sobre 1a base del teorema 8§,

A =4 X [y},

por tanto, en virtud del teorema 42, A4 X { )}
¢s finito. Pero € = B, y por consiguiente C
es finito; ademas se¢ sigue del teorema 39 que
U C es finito. Q.E.D.

Teorema 52. Si A y B son finitos, enton-
ces A% es finito.

Se pueden obtener propiedades adiciona-
les de conjuntos finitos y definiciones equi-
valentes ulteriores, introduciendo nociones
de orden; pero no trataremos estos topicos
aqui, excepto en algunas notas informales.
Para mas detalles, se refiere al lector a Tarski
[1924b]. Stickel [1907] propuso que los con-
juntos finitos se definiesen como aquellos
que pueden ser doblemente bien ordenados.
Mas exactamente, A es finito si y sélo si exis-
te una relacién R tal que R y R bien-ordenan
A. Esta definicion es equivalente, como se¢
puede demostrar, a la definicion de Tarski
usada aqui (véase el teorema 37 del capitu-
lo 5).

Algunos lectores pueden estar desconten-
tos porque no s¢ ha dicho nada esencial
acerca de los conjuntos infinitos. Esta omi-
sién ha sido deliberada, pues hasta que no
se introduzca el axioma de infinitud y se de-
muestre la existencia del conjunto de los car-
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dinales finitos o de los ordinales finitos, no
se puede demostrar nada de mucho interés
respecto de los conjuntos infinitos. Tales con-
juntos se consideraran en la parte final del
capitulo siguiente.

EJERCICIGS

I Dar un gjemplo, diferente del que s¢ ha dado en
el texto, de una familia no vacia de conjuntos que no ten-
gu un elemento minimo o un elemento maximo.

2 Demostrar los teoremas 24 y 25.

3 Demostrar los woremas 30 y 31

4 Dar un ejemplo intuitivo para demostrar que el
tcorema 33 falla st se omite la hipdtesis de que A sea
finilo.

5 Demostrar ¢l teorema 35,

6.  Demostrar ¢l teorema 36.

7. Demostrar el leorema 39.

8. Demostrar los teoremas 40 y 41.

9.  Demostrar el teorema 42,

10, Demostrar ¢l tcorema 45,

Il Demostrar los tcoremas 47 a 49,

12, Demostrar ¢l tcorcma 50.

13, Demostrar que cualquier subconjunto de un con-
junto que es finito, segian Dedekind, es también finito,
seglin Dedekind.

14.  Demostrar que,si A= B8y A es finito segin Dede-
kind, entonces # es finito segin Dedekind.

15, Demostrar que si B<A y A es finito segin Dede-
kind, entonces B ¢s finito seghn Dedekind,

16 Demostrar ¢l tcorema 52.

§ 4.3 NUOmeros cardinales. La definicion de
Frege-Russell de niimeros cardinales es bella
en su simplicidad. El nimero cardinal A del
conjunto 4 es la clase de todos los conjuntos
equipolentes con A, esto es

(1 A =|B: B=A}.

Cantor uso la doble barra para indicar dos
niveles de abstraccion. La primera barra sig-
nifica que se abstrae de la naturaleza parti-
cular de los elementos del conjunto; la se-
gunda barra, que se abstrae de su orden.
(Estas tdeas algo vagas de abstraccidén estan
representadas por la definicién formal clara
de 4.

Podemos, como ejemplo, definir los cardi-
nales finitos cero, uno y dos. (Agregamos un
sub-indice /" para indicar que estamos si-
guiendo la discusidn original de Frege y de
Russell ) 0, = (0},
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o sea que Oy es el conjunto de todos los con-
juntos que no tienen elementos;
L=1{4: @)G@cA& (VA
-z =yl
esto es, 1; es el conjunto de todos los conjun-
tos unitarios; una definicion equivalente,
usando la relacion de equipotencia, es:
1, = {A: A={0}}.
Procedemos en forma similar para definir:
2= iA A=I0, '0}”’
0, de manera equivalente,
r=1{A: (AANzrcA&yc A&
#y& (W)€ A—oz=2xvVvz=y))l
Tenemos entonces resultados como
{Edgar Guest, T. 8. Eliot} & 2,
y vemos que 2, es simplemente el conjunto
de todas las parejas.
También serd 0lil, para propésitos de com-
paracién, formular la definicién clasica de

adicion entre nimeros cardinales. Para ma-
yor claridad establecemos:

m es un namero cardinal & (3A)(m = 7).

Definimos entonces:
Si m y uson nimeros cardinales, entonces
2y ma4n={C: ANH@ABYAem& B
n&AnB =0& C=AUB)|.
La idea intuitiva de esta definicion debe ser
clara: el nimero cardinal que es la suma de
dos numeros cardinales m y n es el con-
Jjunto de todos los conjuntos que son equi-
potentes a un conjunto que consiste de la
union de un elemento de m y un elemento
de n, previsto que los dos conjuntos ele-
mentos sean disjuntos. Por ejemplo, tenemos:

{C. P. Snow} € 1,,
{Jane Austen, Elizabeth Bowen} € 2,
asf que,
2+ 1y =1;4+2,= {A: A={C. P. Snow} U
f{Jane Austen, Elizabeth Bowen}}.
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De una vez es obvio también que
2+ 1, =3
ya que
{C. P. Bnow, Jane Austen,
Elizabeth Bowen} € 3;.

Los desarrollos correspondientes de (1) y
(2) en teoria de conjuntos intuitiva son real-
mente bonitos, pero dentro de nuestro en-
foque axiomatico no podemos demostrar que
el conjunto A es diferente del conjunto vacio.
Hay por lo menos tres caminos que pedemos
tomar para obtener los nimeros cardinales
en la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraen-
kel. Uno es introducir una nueva idea pri-
mitiva y un axioma especial para nimeros
cardinales, que es lo que haremos en este
capitulo. Un segundo camino es definir los
niumeros cardinales como cierto tipo de ni-
meros ordinales. Esta definicion requiere el
axioma de escogencia para demostrar que
todo conjunto tiene un namero cardinal, esto
se vera en ¢l capitulo 8 Un tercer camino es
operar con los axiomas actuales (y mas ade-
lante con el axioma de infinitud) por medio
de la nocién de rango de un conjunto, pero
esta construccidn es mas bien complicada y
no se discutird aqui.

El axioma especial que introducimos re-
quiere una nueva idea primitiva, a saber, la de
nimero cardinal de un conjunto A (en sim-
bolos, & (4)). La idea intuitiva del axioma
debe ser clara. Nos gustaria seguir a Frege y
a Russell y definir los nimeros cardinales
como clases de equivalencia de conjuntos
equipotentes, pero no podemos demostrar
que existen las clases de equivalencia apro-
piadas. Asi que postulamos que con cada
conjunto A esta asociado un objeto XK (4), el
ntimero cardinal de A, tal que con dos con-
juntos equipotentes asociamos el mismo no-
mero cardinal, Notese que,sobre la base de
este axioma y de los otros axiomas introdu-
cidos, no podemos demostrar que el nimero
cardinal de un conjunto es ¢l mismo un con-
junto. Formalmente, el axioma para mimeros
cardinales es:

K(A) = K(BY &> A=B.

cap. 4

Mis aan, junto con la introduccion del nue-
vo término primitivo ‘K’ necesilamos exten-
der la definicion de la formula primitiva que
aparece en §2.1 para incluir este término.
Esta extension amplia también el campo de
accion del esquema axiomitico de separa-
cion. Cualquier definicion o teorema que de-
penda del nuevo axioma o que use el nuevo
término primitivo ‘X’ estard marcado con
eAT ok

Hasta donde yo sé, el primer uso explici-
to de este nuevo axioma s¢ encuentra en
Tarski [1924a]; en este articulo Tarski se
propone demostrar que cierto conjunto de
ascrciones acerca de los numeros cardinales
es equivalente al axioma de escogencia. Na-
turalmente para este efecto necesitod construir
los numeros cardinales sin usar el axioma de
escogencia. Los desarrollos sistematicos de
este capitulo no siguen el articulo de Tarski.
el cual esta relacionado con cuestiones mas
avanzadas y especiales que las que estamos
interesados en considerar en este momento.
Una de las mejores présentaciones no axio-
maticas de las ideas tratadas en esta seccion
s¢ encuentra en los capitulos 2y 5 de Sier-
pinski [1928] (véase también Sierpinski
[1958]).

Nuestro principal objetivo en esta seccion
es desarrollar la aritmética elemental de los
numeros cardinales. No distinguiremos entre
cardinales finitos e infinitos en esta etapa. Si
bien se pueden demostrar unos pocos teore-
mas especiales acerca de cardinales infinitos,
nada de mucho interés es posible sin el axio-
ma de infinitud y el conjunto de cardinales
finitos. En efecto, la presente seccion puede
aprovecharse para apreciar cudnta aritmeéti-
ca elemental de cardinales es independiente
de la distincion entre conjuntos finitos e in-
finitos.

* Notese que, independientemente del axioma, pode-
mos demostrar que

(n (Jz) (K(A) = 2),
una vez que admitimos el término primitivo'X’,pues es
una verdad de logica que JK(A)=H (4}, y (1) es una con-
secuencia logica de esta verdad.
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Usamos letras alemanas mintsculas ‘m’,

‘w’, ‘p', ‘q’, ‘r’, con o sin sub-indices para sim-
bolizar niimeros cardinales. Definimos para
cualquier objeto x:

+Definicion 7. x es un nimero cardinal
si y s6lo si existe un conjunto A tal que
K(A) ==

Pero, como antes, en situaciones similares,
omitiremos la hipétesis ‘es un niimero cardi-
nal’ en los teoremas y definiciones subsi-
guientes y usaremos el tipo especial de letra
indicado ya. Las demostraciones de la mayor
parte de los teoremas se siguen directamente
de los teoremas apropiados de § 4.1,

Una herramienta importante en lo que si-
gue es el teorema que afirma que, dados dos
niimeros cardinales cualesquiera, podemos
determinar dos conjuntos mutuamente dis-
juntos que corresponden a los dos niimeros
cardinales.

tTeorema 53. Existen conjuntos A y B
tales que

@ AnB=0,
(i) x(4)=m,
(i) X(B) = .

Demostracion. En vista de la definiciéon 7,
existen conjuntos 4"y B’ tales que X(4") =
m y K(B) = un ; ademas, en virtud del teo-
rema 9, existen conjuntos A y B tales que
AN B=0,4= A"y B= B. Por el axio-
ma para cardinales, entonces, K(4) = m y
X(B) =n. | Q.E.D.

Podemos definir la adicion de una manera
muy similar a la de Cantor, pero primero
necesitamos demostrar el teorema justificante
apropiado.

tTeorema 54. Existe exactamente un nii-
mero cardinal p y existen confuntos A y

B tales que

(i) AnB =0,
(i) x(A)=m,
(i) XK(B) =mn,
(iv)

X(AURB) = p.
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Demostracion. (i) - (iii) se siguen inmedia-
tamente, a partir del teorema precedente y
la existencia de p es una verdad de logica.
Queremos demostrar que p es independiente
de los conjuntos particulares 4 y B.

Supongamos que existieran los conjuntos
A’y B’y un nimero cardinal p’ tal que

1) AnB =0
(2) x4 =m
(3) . ®(B)=n
€)) R(A'UB) =y

Se sigue del axioma para cardinales y de (2)
¥y (3) que

(5) A=A

(6) B'=B.
En virtud del teorema (4) inferimos de (5) y
(6) que

A'UB' = AUB,
por consiguiente, por el axioma para cardi-
nales,
X(A'UB’) = X(AUB)
o sea
¥=mu

que era lo que se queria demostrar. Q.E.D.

Con el teotema 34 a la mano, podemos
definir 1a adicién entre nimeros cardinales.

+ Definicion 8. m 4+ u=p si y sdlo si
existen conjuntos A y B tales que

(i) AnB =0,
(i) x(4) =m,
(i) %(B) =n,
(iv) X(AURB) = p.

Podemos demostrar facilmente que la adi-
¢ién entre cardinales es conmutativa y aso-
clativa.

tTeorema 55, m 4 n = n+ m.

Demostraciéon. En virtud del teorema 53,
existen conjuntos 4 y B tales que ANB=0,
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X(d) =m, y X(B) = n, por tanto, por la Demostracion. (i)-(ii) y la existencia de p
definicion 8, son inmediatas. Supongamos ahora que exis-
K(AUB) = m + n, ti’esen conjuntos 4, B’ y un nimero cardinal
p’ tales que
y ) KA =m
JC(BUA) =n-+m, (2) XK(B) =n
pero (3) fK(A' X B’) = pr.
AUB = BuA, Entonces (1), (2) y el axioma para cardinales
por consiguiente dan: W a
m+n=n+m Q.E.D, -
tTeorema 56. (m +n) +p =m + B' =B,
n + p). por tanto, por el teorema 5, |

Demeostracion. La demostracion se signe
de la asociatividad de la operacion unién
entre conjuntos. Q.E.D.

Definimos el ntumero cardinal 0 dela
manera obvia, lo mismo que los nimeros
cardinales 1 y 2.

1 Definicién 9.

0 = %(0)
1 = x(fo})
2 = x({0, {oi ).

Y tenemos el teorema cuya sencilla demos-
traciéon omitimos:

t Teorema 57. m 4+ 0 = m.

Nos referimos ahora a la multiplicacion
entre cardinales. La idea simple consiste en
que la multiplicacion entre cardinales co-
rresponde al producto cartesiano entre con-
juntos, que es, obviamente, el caso para los
cardinales finitos. Asi, si A tiene 3 elementos
y B tiene 4 elementos, entonces A X B tie-
ne 3 -4 = 12 elementos,

De nuevo necesitamos un teorema justifi-
cante.

tTeorema 58. Existe exactamente un rii-
mero cardinal p y existen conjunios A y

B tales que
(i) X(Ay=m
(i) X(B)=n

(ili) XA X B) = p.

. A'X B =AXB,
asi que,

(A" X B)
Yy entonces

KA X BY;

’

Denotamos la multiplicacion, como es
acostumbrado, mediante yuxtaposicién; oca-
sionalmente se usard un punto para efecto
de claridad.

T Definicién 10. mn = psi y sdlo si exis-
ten conjuntos A y B tales que

(i) ®K(4) =m
(i) R(B) =n
(iii) (4 X B) = p.

La conmutatividad y la asociatividad de
la multiplicacion cardinal se siguen, de una
vez, del hecho que la operacién producto
cartesiano entre conjuntos tiene esas propie-
dades en lo que respecta a equipotencia.

i Teorema 59.
Demostracion. Usar el teorema 6.
1 Teorema 60. (mn)p = m(np).
Demostracion. Usar el teorema 7.
t Teorema 61. m-1 = m.

nun = nm.

Demostracion. Sea
K(A) = m.
Sabemos que
JC([O’) = 19
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y a partir de la definicion de multiplicacion
K(4 X {0}y =m-1,

pero, sobre la base del teorema 8, sabemos
que

A X {0} = 4,

por consiguiente,

XA X {0}))=m
asi que,

m-1=m Q.E.D.

Dejamos como gjercicio la demostracion
del teorema segun el cual la multiplicacion
cardinal es distributiva con respecto a la adi-
cién cardinal. g

tTeorema 62. m(u + p) = mn + mp.

El conjunto A7 de todas las funciones de
B hacia A es la base para definir exponen-
ciacion de cardinales. Comenzamos, como ¢s
usual, con el teorema justificante, cuya de-
mostracion omitimos en este caso. El teore-
ma preciso que debe usarse en la demostra-
cion es el teorema 10 de § 4.1.

1 Teorema 63. Existe exactamente un ni-
mero cardinal p y existen los conjuntos A
¥y B tales que

(i) x(4) = m,
(ii) K(B) =n,
(i) (4% = p.
+ Definicién 11. m" = p si y solamenie
st existen conjuntos A y B tales que

(1) x(A) =m,
i) %(B)=n,
(iii) (A®) =p.
Escogiendo el teorema apropiado de §4.1
se demuestran facilmente los tres siguientes
teoremas acerca de exponentes.

+Teorema 64. m"** = m™n".
T Teorema 65. (mn)® = m*nP.

t Teorema 66. (m")” = m™.
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También podemos demostrar facilmente:
1 Teorema 67. m! = m.
4 Teorema 68. m? = 1,
1 Teorema 69. St m = ¢ entonces, 0" = 0.

Concluimos esta seccion con algunos po-
cos teoremas sobre desigualdades entre nu-
meros cardinales.

T Definicion 12. m<nsi p solamente si
existen conjuntos A y B tales que

i xA)=m
(i) ®(B)=n
(i) A £ B.

Se demuestra facilmente que
+Teorema 70. m < n si y solamente si,

para todos los A y los B, si ®(A) =m y
K{(B) = n,entonces A £ B.
A partir de los teoremas 1y 15 se sigue, de
una vez, que
+ Teorema 71. m < .
Usando el teorema 17, podemos demostrar:
+Teorema 72. Sim < n y n < 9, enton-
ces m< P
A partir del teorema de Schroder-Berns-
tein (teorema 18), inferimos que < es antisi-
métrica.

tTeorema 73. §i m<n y n<m,en-
tonces m = n.

También ocurre que las tres operaciones
introducidas son monotdnicas con respecte
ala relacién € . La demostracion se sigue
directamente del teorema 19 de §4.1.

tTeorema 74. Si m < n y m' < w'enton-
ces

@ m4+m'<atn,
(i) mm’ < o',
(i) m™ < "
Sobre la base del teorema 20, tenemos:
tTeorema 75, m < m + n.

Podemos definir la desigualdad estricta, de la
manera aritmetica,
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tDefinicién 13. m < n s/ y solamente si
m<n pmsn

Podemos demostrar entonces:

T Teorema 76. m < n si y solamente si
existen conjuntos A y B tales que

i) x(4)=m,
(i) x(B) =m,
(i) 4 < B.

Tenemos tres propiedades obvias enuncia-
das en el siguiente teorema, que corresponde
al teorema 21.

+ Teorema 77,

(i) Nom < m,
(i) si m < n | entonces no n < m,
(ili) i m < nyn < p, entonces m < p.

Notesequelaasercion m < u, m =1, 0 n <
m es simplemente la ley de tricotomia para
nitmeros cardinales. Como se puntualizé ya,
la equivalencia de esta ley con el axioma de
escogencia se demostrard en el capitulo 8. Lo
que es también importante y sorprendente,
es que,si preguntamos bajo qué circunstan-
cias subsisten las propiedades de monotonia
expresadas en el teorema 74, con respecto a
la desigualdad estricta <, la respuesta es,
como demuestra Tarski [1924a], que (iii) no
se cumple y tanto (i} como (ii) son equiva-
lentes con el axioma de escogencia.

Una propiedad importante que podemos
demostrar sin el axioma de escogencia es:

T Teorema 78. m < 2™

Demostracion. Seleccionemos A de modo
que

K(A) = m.
Entonces
x({0, {0} }4) = 2™,
Ademss, en virtud del teorema 14,
®A = {0, {0}}4,
y en vista del teorema 23

A< ¢4,
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por tanto, por el teorema 22,
A < {0, {0}}2-
Asi que por el teorema 76,
m < 2™ Q.E.D.

El teorema siguiente establece que no hay
un nfimero cardinal que sea el mayor de to-
dos. La demostracién sigue las lineas de la
deduccion de la paradoja de Cantor, que se
discutio en §1.4.

fTeorema 79. Para todo m existe un n
tal que m < n.

Demostracién. Supongamos que no; esto
s, supongamos que hay un nimero cardinal
m mayor que todos. En virtud de la defini-
cion 7, existe entonces un conjunto A4 tal que

XK(A) = m.

Por otra parte, a partir del axioma para ni-
meros cardinales, sabemos que existe un n
que es el nimero cardinal del conjunto po-
tencia de A4, o sea,

K{PA) = n.

En vista del teorema 23,
A < oA,
asi que, por el teorema 76,
m < n,

lo que es contrario a nuestra suposicion.
Q.E.D.
Definimos la nocién de suceser m' de un
numero cardinal m, para usarla en relacién
con la teoria de cardinales finitos en la sec-
cién siguiente. En la teoria de los nimeros
ordinales, el sucesor de cualquier conjunto A4
es AUfA} oAU{xzjparazg A. Es adecuado
un enfoque similar aqui.

T Definiciéon 14. m! = n s/ y solamente 5i
existe un conjunio A tal que K(A) = m
& x(AV{A}) =n.

Concluimos esta seccion con tres teoremas
acerca de la funcién sucesor y una definicidén
mas.
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7 Teorema 80. .S/ m" = n! enlonces m=n.
Demostracion. Sea
K(A)=m
x(B) = n.
Entonces, por hipétesis,

AUl A} = BUiB}

bajo la funcion f, digamos. Entonces, A =
B bajo la funcién g definida por
flAsif(d) =B
9= YUl B), AN ~ ({4, J(A0, (!
(B), 8]

Pero ya que A = B se sigue, del axioma pa-
ra numeres cardinales, que m =un. Q.E.D.
T Teorema 81. m! =m + L

T Teorema 82. No es el caso de que exis-
ta un n tal gue m < < mh

Demostracion. Supongamos que hubiese
un n tal; sea .

R(A) =m
K(B) = n.
Entonces, por hipotesis
(D A<B
(2) B < AU{A}.

Supongamos que (2) se ha establecido por
una funcién /; digamos. Debe haber un sub-
conjunto propio C de Au{4}tal que

B=C
bajo /. Supongamos que 4 mismo no estd en
el recorrido de f; entonces B £ 4, lo que con-
tradice (1) y ¢l teorema 22 de § 4.1. Asi que
A estd en el recorrido de £y debe existir un
elemento x en A ~ €. Definameos la funcion
h por:

b= (fUl(I(A), D)) ~ {1 (A), Y.

Entonces, claramente,

B <A
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bajo A, lo que contradice de nuevo (1), asi
que nuestra suposicion es absurda.
Q.E.D.

Definamos, también para su uso en la
seccién siguiente, el conjunto de todos los
precedentes de un nimero cardinal. Sin usar
el esquema axiomético de sustitucion, ¢l cual
se introduce mas adelante, no pedemos de-
mostrar que para un cardinal arbitrario este
conjunto no ¢s vacio, pero podemos demos-
trar esto por induccidn, para cardinales fini-
tos mayorcs que 0.

f Definicién 15. @(m) = {n:n < m},

Asi que, @(0) =0 yo(l) = {0},

Todo teorema de aritmética que se for-
mule en esta seccion debe ser familiar al lec-
tor, desde el punto de vista de expresar una
propiedad de los ntimeros naturales dados
intuitivamente. Es importante recordar que
estos teoremas subsisten también para cardi-
nales infinitos o transfinitos y que no toda
propiedad familiar de los numeros naturales
es compartida por los cardinales infinitos.
Por ejemplo, si m es un cardinal finito, en-
tonces

m<m+ 1,

como era de esperarse, pero si m es un cardi-
nal transfinito,

m=m-- L

También la suma de dos cardinales transfini-
tos es siempre igual o menor que su producto,
lo que no es cierto para cardinales finitos
(yaque 1 +2>1.2)

En caso de que el lector esté confundido
por el uso de las frases ‘cardinal finito’, ‘car-
dinal infinito’, ‘cardinal transfinito’, puede
decirse que los topicos denotados por esas
frases se explicarin mas adelante. En la sec-
cion siguiente discutiremos los cardinales
finitos y en la parte final del capitulo siguien-
te, distinguiremos entre cardinales infinitos
y cardinales transfinitos; m es un cardinal
infinito si existe un conjunto infinito 4 tal
que K(A) = m,mesun cardinal transfinito
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si existe un conjunto A, infinito segun De-
dekind, tal que ®x(4) = m. Como es obvio,
a partir de las notas de la seccién que trata
de conjuntos finitos, cualquier demostracién
conocida requiere el axioma de escogencia
para demostrar -que un cardinal es infinito si
y solo si es transfinito.

EJERCICIOS
Demostrar en dctalle el teorema 56.
. Demostrar el teorema 57.
Demostrar el teorema 62.
Demostrar el teorema 63,
Demostrar los teoremas 64 a 66.
Demostrar los teoremas 67 a 69,
Demostrar el teorema 70.
Demostrar el teorema 73.
Demostrar ¢l teorema 76.
10. Para cada uno de los casos siguientes, demostrar
que se cumple o dar un contra-ejemplo.
(8} R(A~B) < XK(4A),
(b) X(A~B) < K(B),
(c) SiBC A, entonces
x(B),
d) K(ANB) =XK(A)siysolamente st ACH,
() XK(A X (B~C)) = Osiysolamente si A =
0 oB=008=C
11. Demostrar el tecrema 81,
12, Considérese la definicion 15. Con los axiomas da-
dos atrds, ;qué dificultad se encuentra al tratar de demos-
trar que T € Q(m) siy solosi n < m?

X(4) = R(A~B) +

§ 4.4 Cardinales finitos. Ahora combina-
mos los resultados de las secciones que tra-
tan de conjuntos finitos y de nimeros cardi-
nales, para definir los nimeros cardinales {a
los cuales llamaremos cardinales finitos por
brevedad) y demostramos que ellos tienén las
propiedades que se esperan de los nimeros
naturales dados intuitivamente (es decir, en-
teros no negativos). Al usar la frase ‘nimeros
naturales dados intuitivamente’ no queremos
implicar que los nimeros naturales son enti-
dades abstractas bien definidas, distintas,
pero con muchas propiedades en comun con
los cardinales finitos. Los matematicos han
estado de acuerdo por algin tiempo sobre lo
que deben ser las propiedades esenciales de
los nimeros naturales. En esta seccion de-
mostramos que los cardinales finitos —y mas
adelante los ordinales finitos— tienen estas
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propiedades, aun cuando los cardinales fi-
nitos y los ordinales no son necesariamente
las mismas entidades.

Hay, desde luego, una distincién esencial
entre nuestra construccion de los cardinales
y la de los ordinales. Los ordinales son con-
juntos particulares, especificos, en tanto que
los cardinales son objetos que no podemos
clasificar aun como conjuntos o individuos.
A este respecto nuestra posicion con respecto
al caracter de los cardinales es semejante a
la del matematico laborioso respecto a los
numeros naturales: no est4 interesado en una
definicién explicita de los niimeros naturales
en términos de otras entidades conocidas,
sino solamente en conocer sus propiedades
matematicas esenciales. En particular requie-
re que los nlimeros naturales satisfagan a los
cinco axiomas de Peano, los cuales pueden
formularse en logica elemental, independien-
tes de la teoria de conjuntos. Estos axiomas
estan basados en tres simbolos primitivos: el
predicado “es un nimero natural®, el simbo-
lo de operacion unaria " para la funcién su-
cesor (intuitivamente, x*' = x + 1), y la cons-
tante individual ‘0’ para el nimero cero. Los
axiomas de Peano son:

P1. 0 es un niimero naiural.
P2. 8i x es un numere natural, entonces
x' es un niimero natural.

P3. No existe ningun numero natural x
tal que x* = 0.

P4, Six yy son nimeros naturales y
xt =yl enlonces x = y.

P5. 87 @(0) p para cualquier nimero na-
tural x,si @(x) entonces p(x"), en-
tonces,para todo nitmero natural x,
o(x).

El axioma P2 dice que el sucesor de cual-
quier nimero natural es un nimero naturai.
El axioma P3 dice que cero no es el sucesor
de ninglin nimero natural, o sea que expresa
el hecho intuitivamente obvio de que no hay
niimero natural x tal que

X—I—l:O.
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El axioma P4 afirma que la funcién sucesor
es 1-1. El axioma PS5 es realmente un esque-
ma axiomatico que expresa el principio de
inducciéon para los nimeros naturales.

Es una pregunta apropiada y no una vana
especulacion filosofica, la de por qué los ma-
tematicos estan casi uniformemente de acuer-
do sobre los axiomas de Peano. Antes de que
se formularan axiomas adecuados, se demos-
traron teoremas dificiles y profundos sobre
los nimeros naturales. Los axiomas putati-
vos que no dieron lugar a esos teoremas de-
bieron ser excluidos, porque parece que,
independientemente de cualquier axioma,
exisle una nocton bastante precisa de le que
es verdadero o falso respecto. de los niimeros
nalturales. El autor no esta preparado para
hacer una descripcion exacta de esas nocio-
nes intuitivas y serfa demasiada divagacion
el examinar lo que otras personas han dicho
sobre estos topicos. Pero deberia puntuali-
zarse que, decir que los niimeros naturales
son los cardinales finitos o los ordinales fini-
Los,no significa hacer una descripcion exacta,
pues esas ideas intuitivas pero precisas acer-
ca de los nimeros naturales se usan, ellas
mismas, para decidir si la identificacién pro-
puesia es aceptable.

Prosiguiendo ahora con los desarrollos for-
males, definimos cardinales finitos como car-
dinales de conjuntos finitos, donde por con-
junto finito se entiende un conjunto finito en
el sentido de Tarski.*

1 Definicién 16. x es un numero cardinal
si y solamente si existe un conjunto fi-
nito A tal gque 3(A) = z.}

Comenzamos por demostrar los axiomas
de Peano para los cardinales finitos.

* Mo he visto desarrollada la teoria de cardinales fini-
tos, sobre esta base, en la literatura; pero parece ser un
enfoque bastante natural.

t No introducimos un tipo de letra especial para car-
dinales finitos, pues Teservamos ias letras minasculas en
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+Teorema 83. 0 es un cardinal finito.

Demostracién. Es inmediata, a partir de la
definicion 9 y del teorema 24.

fTeorema 84. Si m es un cardinal finito,
entonces ml es un cardinal finito.

Demostracion. Sobre la base de la hipdte-
sis de que m es un cardinal finito, existe un
conjunto finito 4 tal que K(4) =m, yen
virtud de la definicion de la funcion sucesor,

FAUA}) = m

y se sigue del hecho que A es finito y del teo-
rema 29 que A U{A}es finito; por consiguien-
te, m! es un cardinal finito. Q.E.D.

tTeorema 85. No hay ningun cardinal
finito m fal que m! = 0.

Demostraciéon. Supongamos, por via de
contradiccion. que hubiera un tal m. Supon-
gamos que K(A) = m. Entonces, a partir de
la definicion de 0 y sucesor y del axioma
para cardinales,

Auf{d} =0,

lo que es absurdo. QED.

La demostracién del axioma P4 de Peano
para cardinales finitos es inmediata a partir
del teorema 80 y no necesita ser formulado.

Finalmente, para demostrar el principio
de induccién para cardinales finitos usamos
el principio de induccién para conjuntos fi-
nitos {teorema 33).

TEsquema teoremdtico 86. Si
(i) @(0),
(if)  para todo cardinal finito m si o(m)
entonces g(ml),
entonces, para todo cardinal finite m, o(m).

Demostracién. Supongamos que hubiera
un cardinal finito m para el cual () es

DS

bastardilla ‘m’, ‘n’, p", ‘¢’ *' para ordindles finitos. La
razén para esto es la de que en el capitulo 6 construimos
los numeros racionales y los reales a partir de los ordi-
nales finitos, en lugar de los cardinales finitos, para no
hacer que esta construcei6n dependa del axioma para no-
meros cardinales.



78 EQUIPOTENCIA, CONJUNTOS FINITOS Y NUMEROS CARDINALES

falso. Sea A4 un conjunto finito tal que K(A)
= m. Deducimos una contradiccion, por
induccidn sobre subconjuntos de 4. Defina-
mos: L =[B: BCA&eX(BN].

A partir de (i} de la hipotesis, sabemos que
0 € L. Supongamos ahora para la induccién
que B€L y z€ A ~ B. A partir de la defi-
nicion de L el conjunto B es finito porque es
un subconjunto del conjunto finito A, Que-
remos demostrar que  @(X(BU {z})). Obser-
vemos primero que, evidentemente,

H Bu{B} = Buf{x}.

Sea XK(B) = n. Entonces, por (ii) de la hipo-
tesis y del hecho que B €L y por tanto p( X
(B)), inferimos (n"), pero

2) X(BU{B})=nl,

por consiguiente, a partir de (1), (2) y det
axioma para cardinales,

x(BUlz) =n!,
asi que (X(BUf{z])) y BU{z|CL. Se sigue
entonces, del teorema 33, que 4 € L y, por
tanto, @(K(A4)), esto es, ¢(m), lo que contra-
dice nuestra suposicién, Q.E.D.

Cimentando en estos cinco teoremas y en
el desarrollo general de la aritmética cardi-
nal de § 4.3, se construye facilmente la arit-
mética elemental completa de adicion, mul-
tiplicacién y exponenciacion.

Formulamos, sin demostracion, cuatro
teoremas acerca de la relacion menor que. Las
demostraciones son inmediatas, a partir de
hechos relalivos a conjuntos finitos, demos-
trados en § 4.2.

tTeorema 87. Si m es un cardinal finito,
entonces m < m + 1.

tTeorema 88. Si m es un cardinal finito
ynnoloes, entoncesm < n.

tTeorema 89. Si M es un cardinal finito

y u < m,eafonces n es un cardinal finito.

tTeorema 90. Sim es un cardinal finito,
enfonces n < m,n=m, o m <1

Concluimos esta seccién con una sucesion
de teeremas que conducen al resultado de
que < bien-ordena cualquier conjunto de
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cardinales finitos. Primero demostramos, por
induccion, que el conjunto g(m) de los pre-
cedentes de un cardinal finito m no es vacio
si m es mayor que 0.

tTeorema 91. Si m es un cardinal finito,
enfonces n€ Q(m) si y solamenie si n <
.

Demostracién. Teniendo en cuenta el ca-
racter de la definicién por abstraccion, usa-
da para definir @(m), es claro que para esta-
blecer el teorema necesitamos demostrar que,
para todo m,existe un conjunto 4 tal que,
para todo w, u€ A siy solamente si n < m.
Para m = 0, podemos tomar A =0. Para la
segunda parte de la induccidn, suponemos
que existe tal conjunto 4 para m. Pero es fa-
cil ver que

B =AU{m}

es el conjunto apropiado para m + 1, esto
es, bajo la hipétesis inductiva para 4, n€ B
si y solamente si n < m + 1. Q.E.D.

Tampoco es dificil demostrar que si m es
un cardinal finito, entonces @(m) tiene m
elementos.

tTeorema 92. Si m es un cardinal finite
entonces X(Q(m)) = m.

A continuacidén queremos demostrar que
< bien-ordena g(m), cuando m es un cardi-
nal finito. Tal como se presentan las cosas,
el simbolo ‘<’ no designa un conjunto, como
no lo designan ‘="y ‘ C°, pero, con una res-
triccién apropiada, siguiendo los lineamien-
tos usados para la identidad en el capitulo 2.
se puede obtener la entidad teérica conjun-
tista requerida.

Definicién 17. <j4d = [(n,m):n€ A4 &
meA&n < mi.
(Noétese que hemos usado la barra vertical

de restriccion definida en el capitulo 3 debi-
do a su sugestividad, aun cuando realmente

raqui el simbolo completo /<7|’ es un simbolo

de operacion unaria.) Es muy simple aplicar
el esquema axiomatico de separacién para
obtener:



SEcc. 4.4

tTeorema 93, n < | A m iy solo si
necA&mcd &n <

Para evitar 1a notacién engorrosa, es conve-
niente definir:

tDefinicion 18. <, = <|Q(m).

Podemos entonces demostrar por induccion
(usando el teorema 86) que

tTeorema 94. Si m es un cardinal finilo,
entonces < bien-ordena Q(m).

Demostracion. Obviamente <, bien-orde-
na {0), ya que €(0) es vacio.
Para la segunda parte de la induccion, supo-
nemos que

M

Ahora es obvio, a partir de las definiciones
perlinentes, que

g(mh) = @m)V{m}.

Necesitamos demostrar que cualquier sub-
conjunto no vacio 4 de Q(m!) tiene un <gy -
primer elemento, pues la conectividad de
@ (mY) bajo la relacion dada se sigue del teo-
rema 90. (Estas son las dos condiciones re-
queridas para que <m bien-ordene Q(mfy
confrontese la definicion 27 del capitulo 3.)
$i A & ©(m), entonces que A tiene un < -
primer elemento se sigue de la hipotesis in-
ductiva (1). Al otro extremo, si A = {m}, se
sigue de una vez la conclusién pedida. La
tercera posibilidad, a saber, que no A & g(m)
y 4 nQ{m) = 0, es igualmente simple. 4 ~
fm} C g(m), asi que 4 ~ {m}tiene un m
primer elemento, digames n, y claramente
n < m, por consiguiente, nes también el
< -primer elemento de A4, lo que completa
nuestra demostraciéon inductiva. Q.ED.
Finalmente, demostramos:

<m bien-ordena ©{m).

tTeorema 95. Cualquicr conjunto A de
cardinales finitos es bien ordenado por
<|A.

Demostracién. Si A4 es vacio no hay nada
que demostrar, asi que podemos suponer que
A = 0. La conectividad de <{|4 se sigue del
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teorema 90. Sea B un subconjunto no vacio
de A. Para completar la demostracion nece-
sitamos demostrar que B tiene un <|A4 - pri-
mer elemento, Escojamos un elemento m de
B.Si B ng(m) = 0 entonces, claramente,
mes el < |A-primer elemento de B.

Si Bn@(m) = 0, sea

C = Bng(m).
Obviamente. si n€C y p€B~C,
(]) n< P,

pero, ya que C es un subconjunto no vacio
de g(m),en virtud del teorema precedente, C
tiene un < -primer elemento, digamos n*,
y en vista de (1) no hay dificultad en demos-
trar que n*es el <{| A-primer elemento de B.
Q.E.D.
Debe notarse que no hay esperanza de
demostrar, sin el axioma de escogencia, el
analogo del teorema 95 para un conjunte de
cardinales arbitrarios, pues la conectividad
del conjunto es simplemente la ley de trico-
tomia.

EJERCICIOS

Demostrar los teoremas 87 y 88.
Demostrar los teorcmas 89 y 90.
Demostrar los teoremas 92 y 93.

w N o—

En los siguientes acho ¢jercicios, supdngase que M,
W, P ) q son cardinales finitos.

4. Demostrar que, si m--11=p, entonces

5. Demostrarque n<m+n.

6. Demostrar que, si M < 1, entonces M-+p<n -+
P,

7. Demostrar que, sim—+ p < 1 4 p, entoncesm<
n.

8. Demostrar que, sim < 1 & p < g, entonces M+
p<n+4q.

9. Demostrar que, silll < N1 & p = 0, entonces Mp
< ny.

10, Demostrar que, si mp < 1), entonces < L

11, Demostrar que, sim <n & p < g, entoncesInpy/

ng.

12, Sea R la relacion cuyo campo ¢s ¢l conjunto de los
cardinales finitos. Demostrar que existe una funcién f
con DR =Df y fCR(Esta asercion, quitada la restric-
ciém a cardinales finitos, ¢s una forma del axioma de es-
cogencia.)

m<p.



Capitulo 5

Ordinales finitos y conjuntos
enumerables

§ 5.1 Definicién y propiedades generales de
los ordinoles. En este capitulo desarrollare-
mos primero, con alguna extension, la teoria
general de los numeros ordinales, siguiendo
las ideas de von Neumann [1923]. Luego di-
rigimos nuestra atencién hacia los ordinales
finitos cuya teoria desarrollamos indepen-
dientemente de la de los cardinales finitos de
la seccion final del capitulo anterior e inde-
pendientemente del axioma especial para nu-
meros cardinales. La teoria de los niimeros
ordinales no depende de este axioma en
ninguna parte de éste o de los capitulos sub-
siguientes. En la Gltima seccion de este ca-
pitulo consideramos la teoria delos conjun-
tos enumerables y retornamos brevemente a
la teoria de los numeros cardinales.

La teoria de ordinales finitos dada en este
capitulo es ciertamente mas complicada que
la de los cardinales finitos del capitulo 4,
pero tiene la gran virtud de no depender de
axioma especial alguno. Cuando la teoria de
numeros cardinales se hace independiente-
mente de este axioma especial y del axioma
de escogencia por el uso de la nocion de ran-
go de un conjunto (véase Scott [1955]), es,
en sus fases iniciales, mas complicada que
la teoria de los ordinales. Este enfoque, via
el concepto de rango, no se seguira aqui.

Comenzamos con alguna descripeion de la
teoria clasica de Cantor para nimeros ordi-
nales. Esta teoria depende de definir primero
la nocion de tipe de orden y luego de desig-
nar los niimeros ordinales como ciertos tipos
de orden especiales, a saber, los tipos de or-
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den de los conjuntos bien ordenados. Infor-
malmente hablando, un tipo de orden es el
conjunto de todos los conjuntos simplemente
ordenados que se pueden poner en corres-
pondencia 1-1 con un conjunto dado, sim-
plemente ordenado,de modo que se “preser-
va” el orden. Para precisar maés, es deseable,
para efectos de claridad, tratar con parejas
ordenadas: ¥ = (A, R) es una estructura de
orden simple, si y solamente si R es una or-
denacion estricta simple de 4. Clasicamente,
se suprime la referencia a la ordenacién R y
se usa una sola barra sobre A4 para indicar
el tipo de orden. Seremos mas explicitos. Pri-
mero definimos la nocion de dos estructuras
de orden simple que son semejantes, para
captar la nocién de un orden que preserva
la correspondencia 1-1. La definicién no ne-
cesita la suposicién de que las parejas son es-
tructuras de orden simple; se sigue un forma-
to comun en algebra abstracta, lo que ex-
plica el uso de las letras alemanas ‘W’ y ‘®’.
(Esta definicion es un caso especial de la de-
finicién general de isomorfismo de sistemas
algebraicos.)
Definicién 1.
() & = (4, R)es semejante,bajo f.a

B = (B, 8)si y solamente si

(a) fes una funcion I-1,

) Df=4y&f=B,

(c) para todo x, y €A xRy siy so-

lamente si f(x)Sf(y).

U = (A, R) es semejante a B = (B,

8) si y solamente si existe una f

tal que U es semejante, bajo f, a B.

(i)
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Obviamente la notacion A = (4, R) en el de-
finiendum no satisface nuestras reglas for-
males de definicidén. Deberiamos tener:

A es semejante. bajo f, a B si y solamen-
te si existen conjuntos A, B, R y § tales
gque A ={4,R),B=(B,S) y...
Pero el uso que hemos seguido esta mas di-
fundido y es intuitivamente mds claro. Si,
por ejemplo,
L2, 3
3,57
= menos que restringido a A
= mas que restringido a B,

Yoo
I

entonces {4, B) es semejante a (B, S), pues
podemos tomar como funcion apropiada:
F=HL 725,33}
En teoria de conjuntos intuitiva definiria-
mos, si no fuera por las paradojas: si % es
una estructura de orden simple, entonces

(n A= (B B essemejante a U).

La dificultad con (1) es exactamente la difi-
cultad encontrada con la definicién corres-
pondiente de niimeros cardinales: no pode-
mos demostrar que la clase de equivalencia
¥, que es el tipo de orden de ¥, no es vacia.
El desarrollo facil y natural de la teoria del
tipo de orden requeriria la introduccion de
un nuevo axioma como el axioma para car-
dinales.*

Debe mencionarse que los tipos de orden
se pueden definir simplemente en términos
de relaciones; si R es una ordenacidn simple,
entonces

R = [8:(58,5) es semejante a (3R, R)}

* Podemos mencionar los cuatro tipos de orden mas
importantes y sus nombres comunmente aprobados. Asi,

w es el tipo de orden de {N, <}, donde N es ¢l conjun-
to de los nimeros naturales;

w* es el tipo de orden de {N, >}, o también €l tipo de
orden de los enteros negalivos menor gue;

5 ¢s el tipo de orden de {Rac, <}, donde Rac es ¢l
conjunto de los nameros racionales;

A es el tipo de orden de {Re, <), donde Re ¢s ¢l con-
junto de los nimeros reales. Cada uno de esos tipos de
orden puede caracterizarse ¢n forma abstracta (ver, por
ejemplo, Sierpinski (1928]).
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pero ninguna de las dificultades de (1} se evi-
tan con este enfoque.

En vista de las dificultades para la defini-
cién por abstraccion de los nameros cardina-
les o de los tipos de orden, es en realidad
una suerte que, para el caso especial de los
numeros ordinales, los cuales son clasicamen-
te tipos de orden de conjuntos bien ordena-
dos, se pueda adoptar un recurso que no
requiere axiomas especiales para respaldarlo.
La idea consiste en escoger precisamente un
representante de cada tipo de orden que sea
un ordinal y llamar a este representante e/
ordinal. O sea que, en el caso de las buenas
ordenaciones, estamos de hecho capacitados
para construir un e¢jemplo definido de cada
buena ordenacion posible, io que no pode-
mos hacer en ¢l caso de ordenaciones ar-
bitrarias. Los representantes definidos que
escogemos se construyen a partir del conjun-
to vacio:

1 = {0}
2 = {0, {0}} = {0, 1}

3 = {0,{0}, {0, {0}}} = {0, 1,2}

Cada ordinal tiene como elementos a todos
los ordinales mas pequefios y la relacion de
perienencia proporciona la buena ordenacion
adecuada. Esta construccidon se debe a von
Neumann [1923]. Su adecuacién intuitiva
para proporcionar un representante de cada
tipo de buena ordenacién se puede explicar
por medio del siguiente argumento informal,
por el cual estoy reconocido a Dana Scott.

Sea R una buena ordenacion de A. Quere-
mos dar un método de asociar una nueva bue-
na ordenacién con R, que no dependa de la
naturaleza particular de los elementos de A.
Dicho de otra manera, queremos definir una
funcion, digamos f, sobre A que proporcio-
nard un representante apropiado definido co-
rrespondiente a la ordenacidén debida a R.
La definicion es como sigue: Sea 4, el R-pri-
mer elemento de A. Hacemos

Fla) = 0.
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Sea «a, el siguiente elemento de 4 bajo R.
Hacemos

fla) =1fa.)
= {0}

En forma similar, para a,

fla,) = {f{a.), fla)}
= {0, {0}},

y para cualquier entero n

fla) = Hflas), fay), - .., flan-)}.

Por otra parte, esta construccién se puede
extender mas alla de los enteros. En general,
el valor de f para cada elemento a es simple-
mente el conjunto de los valores de la fun-
cion, de los elementos que preceden a a en
la ordenacién R. Formalmente, para todo a
en A,

fla) = f“R“{a}.

Ademas, no es dificil demostrar que para
a b&A

aRb si y solamente si f(a) € f(b).

Por otra parte, si S bien-ordena By {4, k)
es semejante a (B, §) bajo la funcién g, di-
gamos, entonces, para a en A,

fa) = ['{g(a}),

donde /” se construye para (B, S) como se
construyd f para {4, R). Las funciones f'y f*
han aplicado las dos buenas ordenaciones
sobre un representante adecuado que sustitu-
ye las relaciones R y S por un fragmento de
la relacién de pertenencia. Asi, en lugar de la
definicidén por abstraccidn tenemos un proce-
dimiento sencillo y natural para representar
cualquier buena ordenacion por medio de la
relacién de pertenencia. En el capitulo 7
(teorema 81) demostramos que esta repre-
sentacién es posible siempre.

Ahora procedemos a la construccién for-
mal de los ordinales. Se necesitan algunas
nociones preliminares. Comenzamos con la
definicion de “fragmentos” de la relacion de
pertenencia. Definimos una relacion § A4 que

caP, 5

corresponde a la pertenencia del mismo meo-
do que 9 A corresponde a la identidad.

Definicion 2. &4 = {{x,y): 2 € A&y
A&zcyl.

Principalmente en virtud del esquema axio-
matico de separacion, tenemos:

Teorema 1. {r,y)c EA
sirC A&y A&kzrey.
Definicién 3. 4 es completo si y sola-
mente si todo elemento de A es un sub-
conjunto de A.
Ilustraremos esta nocién con algunos ejem-
plos. Sean

A, = {James Joyce, {0}}.
4, = {0, {01}

Entonces 4, es completo pero 4, no lo es.
Noétese que no podriamos definir la comple-
tez por la condicidén:

si y solamente

(1) Para todo x,si x € A,entonces x C A4,

porque la definicion de ‘C’ era condicional
y no puede hacerse decision alguna respecto
a la relacion de inclusion para individuos.
Por ejemplo, con (1) como definiens no esta-
riamos en posibilidad de decidir si { James
Joyce} es completo. La formulacién, en pala-
bras, de la definicion 3 implica que todo ele-
mento de un conjunto completo es un con-
junto.
Tenemos el resultado simple:
Teorema 2. Si A y B son completos, en-
tonces A N By A U B son completos.
Podemos ahora formular la definicion de
los ordinales, que se presenta en la forma
sencilla debida a Robinson [1937].

Definicion 4. A es un ordinal si y sola-
mente si A es completo y & A hace conexo
a A.
La adecuacién de esta definicién depende del
axioma de regularidad. Sin la consideracidon
de ese axioma necesitamos algo como lo si-
guiente: A es un ordinal, si y solamente si
(i) &4 bien-ordena A4,
(ii) A es completo.
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La condicién (i) prohibe una sucesion des-
cendente infinita de elementos de 4, lo cual
se prohibe también en el axioma de regula-
ridad. Sin este axioma tenemos,

0 = {0}, {0} = {0, {0}}, ete.

En el resto de esta seccién demostranios
algunos teoremas generales acerca de los or-
dinales, la mayor parte de los cuales se nece-
sitan para la construccidon de los ordinales
finitos en la seccion signiente. Comenzamos
por demostrar que todo ordinal esta bien or-
denado por la relacién de pertenencia. Como
es de esperarse, por las anotaciones anterio-
res, la demostracion depende del axioma de
regularidad.

Teorema 3. Si A es un ordinal, entonces
A bien-ordena A.

Demostracion. Ya que A ¢s un ordinal, £4
hace conexo a A; necesitamos demostrar so-
lamente que todo subconjunto no vacio B
de A tiene &A-primer elemento. Por el axio-
ma de regularidad y el hecho que todo ele-
mento de B es un conjunto, existe un con-
junto C en B tal que

BnC = 0.

Por tanto, ningin elemento de B es también
un elemento de C, asi que C es un & A-pri-
mer elemento de B. Q.E.D,

La demostracion del siguiente teorema usa
hechos relativos a las &A-secciones estableci-
das en §3.2.

Teorema 4. Si A es un ordinal, B C A y
B es completo, entonces B € A.

Demostracion. En vista del teorema 3, sa-
bemos que & 4 bien-ordena 4. Ademas,
puesto que B es completo, six Ay y y € B,
entonces x € B. Por tanto, B es una g A-sec-
cion de A, asi que, en virtud del teorema 69
de §3.2, existe un z en 4 tal que

(1) B={z:zscA&zEdz].

Pero ya que A4 es completo, todo elemento
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de z es un elemento de A y (1) se reduce sim-
plemente a

B ={zx: z €2},
0 sea,
B =g

y z es un elemento de 4. Q.ED.

Teorema 5. Si A y B son ordinales, en-
tonces AC B si y solosi A€ B.
Demostracién. Si 4 C B, entonces, puesto
que 4 es completo, por el teorema preceden-
te, A € B. 8i A4 € B, entonces, ya que Bes
completo, 4C B, Q.ED.
Teorema 6. Todo elemento de un ordinal
es un ordinal.

Demostracion. Sea 4 un ordinal y B € 4.
Puesto que A4 es completo, B C A4, asi que
& B, que es un subconjunto de £ 4, hace co-
nexo a B. Ademas, puesto que &4 bien-orde-
na A4, bien-ordena B, de modo que es tran-
sitivo sobre B. Asi, si tenemos

z8Ay &y €A B,

13
inferimos x &A4 B, esto es, x € B, de donde,
y © By B es completo.
Entonces B es un ordinal. QE.D.
Las demostraciones de los dos teoremas
siguientes se dejan como ejercicios. La pri-
mera es ligeramente dificil.

Teorema 7. Si A y B son ordinales, en-
tonces A C B o B C A4.

Teorema 8, Si A y B son ordinales, en-
tonces subsisie exactamente una de las
situaciones siguientes:

ACBBeEAA=B

Teorema 9. Si B es un conjunto de ordi-
nales, entonces U B es un ordinal.

Demostracion. Puesto que B es un conjun-
to de ordinales y los elementos de los ordi-
nales son ordinales (teorema anterior), en
vista del teorema 8, £ UB hace conexo a U B.
Para mostrar que U B es completo, sea C €
U B. Entonces existe un ordinal D tal que
Ce€DyDe B Yaque D es completo, C ©
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D y en virtud del teorema 62 de §2.6, a par-
tir de D € B inferimos D C UB, asi que por
transitividad de la inclusion, concluimos: €
C UB Q.E.D.

Esta demostracion ilustra la técnica tipica
directa para demostrar que un conjunto es
un ordinal: demostrar que el conjunto es co-
nexo por la relacion de pertenencia y que es
completo.

Definimos menor que estricto y débil para
conjuntos, en términos de pertenencia y tam-
bién mayor que estricto y débil.

Definicién 5.
(i) A < B siysolamentesi A€ B.
(i) A=< B siysolamentesi A < B
0o A =B,
(iii) A4 > B siy solamente si B < A,
(iv) A = B siy solamente si B = A.
Nos restringimos a un teorema acerca del
menor que estricto, pero las propiedades ele-
mentales de orden de las otras tres relaciones
se demuestran facilmente y asi las supone-
mos en lo que sigue.

Teorema 10. Si A, B, C son ordinales,
entonces -
i) no A< A,
(il) si A < B, entonces no B < A,
(i) si A < By B<C,enfonces A<C,
(iv) se cumple sélo una de las siguientes
situaciones:

A< B,A=B,B<A.
El tecrema siguiente muestra que cada or-

dinal es precisamente el conjunto de ordina-
les mas pequefios. Omitimos la demostracion.

Teorema 11. 87 A es un ordinal, entonces
A =4{B:Besunordinal & B < A}

Ahora demostramos que el conjunto de
todos los ordinales no existe.

Teorema 12. No existe el conjunto A tal
que para lodo x, x € A si y solamente si
x es un ordinal.

Demostracién, La demostracion consiste
en mostrar que si existiera tal conjunto, diga-
mos A, entonces seria un ordinal y por con-
siguiente, un elemento de sf mismo, en con-

cap. 5

tra del hecho que £ 4 bien-ordena 4. O sea
que es absurdo tener A€ A.

Supongamos que 4 ¢s el conjunto de to-
dos los ordinales. En virtud del teorema 8,
& A hace conexo a 4. Sea B un elemento
arbitrario de A. En vista del teorema 6, todo
elemento de B es un ordinal, por tanto un
elemento de 4, asi que B & 4, lo que esta-
blece la completez de A. 4 es entonces un
ordinal, pero esto significa que A4 € A.

Q.E.D.

Este teorema muestra que en la teoria de
conjuntos de Zermelo, la paradoja del mayor
ordinal, de Burali-Forti (véase la discusion
en §1.4) esta bloqueada por el hecho de que
el conjunto de todos los ordinales no existe,
Debe enfatizarse que la demostracion de este
teorema no depende realmente del axioma de
regularidad, pues si no se supone este axio-
ma, entonces, como ya se indico, es parte de
la definicion de los ordinales el requerir que
si A es un ordinal, & 4 bien-ordena 4, lo
que implica 4 ¢ 4.*

Concluimos esta seccion introduciendo la
nocion de sucesor para los ordinales. La idea
intuitiva es la misma que para cardinales y
las definiciones estin intimamente relaciona-
das. Ninguna confusién resulta del uso del
mismo simbolo acostumbrado para las dos
funciones sucesor, pues en el contexto en
donde aparezcan sera claro si se trata de car-
dinales (construidos por medio del axioma
especial para cardinales) o de ordinales.

Definicién 6. A' = Au{4}.
Por ejemplo,
=0 u {0} = {0} 1
1t = {0}t = {0} U {{0}} = {0, {0}} = 2.
Formulamos, sin demostracién, algunos teo-

remas muy parecidos a los que ya han sido
formulados para cardinales.

Il

* En la teoria de conjuntos de von Neumann existe la
clase de todos los ordinales, pero ¢s una clase propia, asi
que no puede ser clemento de si misma ni de cualquier
otra clase,
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Teorema 13. §i A' = B!, entonces A=B.

Teorema 14. Si A es un ordinal, enion-
ces UAv= A4,

Teorema 15. Si 4 es un ordinal, enfonces
no existe ningtn ordinal B tal que

A< B <AL

Teorema 16. Al es un ordinal siy sola-
mente si A es un ordinal.

EJERCICIOS

1. Demostrar que la definicion 4 de ordinales es equi-
valente a la otra definicion dada inmediatamente después
de clla en ¢l texto.

2. Dar una demostracidn detallada del teorema 1.

3 Demostrar el teorema 2.

4 Demostrar que un conjunto A cuyos elementos son
inicamente conjuntos es completo si y solamente si U A
C A.

5. Demostrar los teoremas 7 y 8. (Sugerencia: su-
pongase AN B C A& ANBCBH yluego deduizcase un
absurdo.)

6. Demostrar ¢l teorema 10.

7. Demostrar ¢l teorema 11,

8 Demostrar log teoremas 13 y 14,

9 Demostrar los teoremas 15 y 16.

10. Demostrar que, si 4 y B son ordinales y 4 € B,
entonces B& A\,

1l.  Sea B un conjunto de ordinales. Demostrar

(a) Si CE B, entonces C < UB,
(b} Si D es un ordinal y,paratodo Cen 8, C <
D, entonces UB < D,

12, Dar un contra-gjemplo para mostrar que (b), ejer-
cicio 11, es falso si se omite ¢l requerimicnto de que D
sea un ordinal.

13 Demostrar que, si B es un conjunto no vacio de
ordinales, entonces [} B es el & B-primer elemento de B.

§ 5.2 Ordinales finitos y definiciones recu-
rrentes. Los ordinales finitos son simplemen-
te ordinales que estan bien ordenados por la
conversa de la relacion de pertenencia. Para
facilidad intuitiva de referencia. al construir
los nimeros reales en el capitulo siguiente,
Namaremos numeros naturales a los ordinales
finitos.

Definicion 7. 4 es un mimero natural si
Yy sdlo si A es un ordinal y g4 bien-
ordena A.

Esta definicién podria reemplazarse por la
siguiente: A es un nimero natural siy sola-
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mente si 4 es un ordinal y 4 es un conjunto
finito en el sentido de Tarski. En realidad,
para indicar cuan rapida y directamente se
pueden desarrollar tanto la teoria de los ni-
meros naturales como la de los ordinales fi-
nitos a partir de los axiomas de la teoria de
conjuntos de Zermelo, hemos hecho la mayor
parte de esta seccion independientemente de
la teoria de conjuntos finitos dada en §4.2.

Para los nimeros naturales usaremos las
letras mintisculas en bastardilla, ‘m’, ‘n’, ‘p’,

L

q’, ‘r’, 's’, y ‘’.con o sin sub-indices.

Nuestra primera tarea es demostrar los
cinco axiomas de Peano (véase §4.4).

La demostracién del siguiente teorema es
obvia.
Teorema 17. 0 es un nitmere natural.

Teorema 18. Si n es un nitmero natural,
entonces n' es un niimero natural.

Demostracién. Ya que n es un nlimero na-
tural, n es un ordinal, asi que, por dltimo
teorema de la seccion precedente, 7' es un
ordinal. Por tanto sabemos que &a' y enton-
ces &n' hacen conexo a n'. Para demostrar
que n' es bien-ordenado por £a y es, por
consiguiente, un nimero natural, necesitamos
demostrar solamente que todo subconjunto
no vacio de n! tiene un &n'-primer elemento.
Si un subconjunto no vacio de a! tiene a n
como un elemento, n s su E?r'-primer ele-
mento; si no [o es, es un subconjunto de n
y por la hipotesis del teorema tiene un &n-
primer elemento y entonces un  &n'-primer
elemento. Q.E.D.

Teorema 19. No hay ningtin niimero na-
tural n tal que n* = 0,

Demostracién. Supongamos que hubiera
un tal nimero #. Entonces n € n, de donde
n €0, lo que es absurdo. Q.E.D.

Teorema 20. Si n, m son niimeros natu-
ralesy n! = m, enlonces n = m.

Demostracion. Es consecuencia inmediata
del teorema 13. Q.E.D.

La demostracion del esquema de induc-
¢idn se facilita con el siguiente teorema, cuya
demostracién se deja como ejercicio.
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Teorema 21. Si A = n, entonces A es
un numero natural.
Ahora demostramos:

Esquema teoremitico 22, 57
@ ¢0),
(i) para todo n, si p(n), enionces g(n*),
entonces, para todo n, (#).
Demostracion. Consideremos la hipotesis
del teorema y supongamos que cxiste un n
tal que no es el caso de que g(n). Sea

L(n) = {B: B < n& o(B) es falso}.

Entonces &n' bien-ordena L(n). Sea B*el

primer_elemento de L(n). Yaque B* noes

cero, 68" bien-ordena B* y existe un &B*-

primer elemento de B*, digamos D. O sea,

Desel §B* -ultimo elemento de B*
Ademas, puesto que D < BY

) (D).
Pero
2 Dt = B*,
ya que, si D' == B*, entonces
Dre B* (; Por qué?)

y D no seria 68* -ultimo elemento de B*
Por tanto, a partir de (1), (2) y la hipoiesis
del teorema inferimos que

e(B"),

lo que es absurdo. Q.E.D.

Los teoremas 17 a 20 y €l teorema 22 co-
rresponden a los cinco axiomas de Peano.

El desarrollo ulterior de la aritmética de
los nimeros naturales no puede seguir los
lineamientos que se siguieron para la aritmé-
tica de los cardinales finitos. Fl axioma para
cardinales justifico directamente las defini-
ciones explicitas de adicion, multiplicacion
y exponenciacion entre cardinales, de manera
sencilla‘y natural.

Para ilustrar los problemas que nos ocupan
podemos referirnos por el momento a la de-
finicién de adicion. Dados simplemente los
axiomas de Peano, P1 a P5, formulados en
logica de predicado con identidad y sin teoria

CAP. 5

de conjuntos, se puede demostrar (J. Robin-
son [1949]) que una definicion propia, expli-
cita de adicién, no puede formularse dentro
de este enfoque. El procedimiento acostum-
brado es adoptar dos nuevos axiomas:

P6. Si x es un numero natural, entonces

x 4+ 0=x
P7. Sixyy son numeros naturales, enton-
ces

x+ =+
Para ilustrar el uso de estos axiomas pode-
mos demostrar que | 4 3 = 4, donde, como
era de esperarse,

(1) 1=0
(2) 2=1
(3) 3=2
) 4=30
Tenemos entonces:

I+3=1+2¢ por (3)
= (142" porP7
=141 por(2)
=1+ 1" por P7
= (1+0nyn por(l)
= (14 0)" porP7
= 1M por P6
= 21 por (2)
= por 3)
=4 por (4)

Una pareja de postulados como P6 y P7 se
dice que proporciona una “definiciéon™ in-
ductiva o recurrente de adicién. Desde el
punto de vista de la teorfa de la definicion
como se formuld en § 2.1, tales “definicio-
nes” no sen propias. En particuiar violan el
criterio de eliminabilidad de una manera mu-
cho mds profunda que las definiciones con-
dicionales. Por ejemplo, dados P1 a P7, no
podemos eliminar el simbolo de adicién del
teorema aritmético:

xX+y=y+x
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Las definiciones recurrentes, sin embargo, es-
tin cerca de ser propias; 1o que queremos
demostrar es que,dado el aparato adicional
de la teoria de conjuntos, podemos sustituir
una definicion recurrente por una definicion
propia explicita, Naturalmente, si estuviéra-
mos interesados en considerar sélo la adicion
y quizés la multiplicacidn y la exponencia-
cion, seria posible obviar la teoria general de
definiciones recurrentes y justificar cada una
por un argumento especial.* La ventajadela
teoria general es la de que proporciona una
imagen clara de los recursos ulteriores de de-
finiciébn que se agregan a la teoria elemental
de nimeros por el uso de la teoria general
de conjuntos.

Sobre la base de los axiomas introducidos
atras, podemos presentar la teoria de las defi-
niciones recurrentes por medio de un esquema
teorematico. Puesto que no podemos demos-
trar la existencia del conjunto de los nimeros
naturales o de cualquier otro conjunto infi-
nito, no podemos definir las operaciones bi-
narias usuales de la aritmética como funcio-
nes propias de la teoria de conjuntos. Para
el desarrollo de la teoria elemental de ntme-
ros no es ¢sta una cuestion que concierna
mucho, pero tanto para la teoria de conjun-
tos enumerables como para la teoria de na-
meros reales en el capitulo signiente, es esen-
cial la existencia del conjunto de los nimeros
naturales. Asegurada la existencia de este
conjunto, queda ficilmente establecida la
existencia de las operaciones binarias sobre
los nimeros naturales, como funciones.

Asi que, para poder disponer desde ¢l prin-
cipio de la construccién de las operaciones
aritméticas como ciertos conjuntos, introdu-
cimos en este punto el axioma de infinitud.

(BAO € AL (YVB(BCA—BU{B] € A)].
El tratar de demostrar la existencia de un con-
junto infinito de objetos tiene una historia mas
bien rara y a veces tergiversada. La proposi-
cién No. 66 del famoso ; Was sind und was

* Esto se hace, por ¢jemplo, en el pequefio trabajo cla-
sico de Landau [1930].
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sollen die Zahlen? de Dedekind, publicada
por primera vez en 1888, afirma que existe un
sistema infinito. (Los sistemas de Dedekind
corresponden a nuestros conjuntos.) Su de-
mostracion s una combinacion tan bella de
razonamiento matematico y de epistemaologia
incierta, que daré una libre traduccion de
ella aqui.

Demostracién. Mi mundo de ideas,
esto es, la totalidad S de todas las cosas
que pueden ser objeto de mi pensamiento
es infinito. Porque, si s es un elemento de
S, entonces la idea 5, de que s puede ser
un objeto de mi pensamiento, es ella mis-
ma un elemento de 8. Si se considera
como ultima la imagen o{s) del elemento
s, entonces la aplicacion @ de S, definida
por este medio, tiene la propiedad de que
la imagen S’ es una parte de § y desde
luego S’ es una parte propia de S, porque
existen en S elementos ( por efemplo mi
ego individual) que son diferentes de cual-
quier idea tal como 5" y por consiguiente
ne estdn contenidos en S’. Finalmente,
es evidente que si a y b son elementos
diferentes de S, entonces sus imdgenes a’
¥ b’ son también diferentes; en consecuen-
cia, la aplicacién ¢ es 1-1. Por consi-
guiente, S es infinito.*

La demostracion de Dedekind depende, des-
de luego, de usar su definicién de sistemas
(o conjuntos) infinitos, pero lo que interesa
es su excursién en la epistemologia de las
ideas.t En ningtin sentido esta demostracién
satisface a los canones modernos. En Russell,
[1903, §339], se encuentran argumentos mas
sutiles, pero Russell reconocié mas tarde que
sus argumentos eran también falaces.

* Un argumento similar se encuentra en Bolzano [1851,
§ 13]

+ Las criticas epistemologicas a la visién de Dedekind
se encuentran en Russell [1920, pp. 139-140].

11 Russell empieza valientemente § 339: “Que hay cla-
ses infinitas es tan evidente que escasamente puede ser
negado. Puesto que, sin embargo, ello es susceptible de
demostracion formal, puede ser también demostrado.
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Hasta donde yo sé, el primer reconocimien-
to, inequivocamente claro, de que tal axioma
se necesita, se encuentra en el importante
documento de Zermelo, de 1908.* La formu-
lacion de Zermelo es esencialmente la si-
guiente:

(3AM0 € A& (VBB A— {B} € 4)].

El construyd los nimeros naturales como
0, {0}, {{0}}, {{{0}}}, ..., cuyo enfoque no
se generaliza tan facilmente a la construccion
de los ordinales infinitos como lo hace el que
se¢ ha adoptado en este libro. Unos pocos
afios después de Zermelo, Whitehead y Rus-
sell postularon un axioma de infinitud en
Principia Mathematica, y existe una discusion
interesante en Ramsey [1926] acerca de si su
axioma de infinitud puede o no considerarse
como una verdad logica.

Volviendo a las consideraciones sistemati-
cas, definimos primero €l conjunto o de to-
dos los nimeros naturales y luego dejamos
como ejercicio la demostracién de que » no
es vacfo. El axioma de infinitud es esencial
para la demostracidn.

Definicion 8. « = { A" A es un numero
natural}.

Tenemos entonces:

Teorema 23, A € w s5i y solamente si A
es un ntimero natural.
Serd conveniente, para lo que sigue, usar
« para dar una formulacién “conjuntista™ del
principio de induccion.
Teorema 24. Si

i) 0€ 4,

(i) para todo n, si n € A, entonces, n'
&€ A, entonces @ T A.

entonces w C A.

Volvemos ahora a nuestra tarea principal
de la definicién justificante, por recurrencia.
Para las funciones de un argumento quere-
mes un teorema como;

* Por otra parte, Zermelo [1909] fue el primero en re-
conocer que la teoria elemental de nimeros podria des-
arrollarse sin el axioma de infinitud.

CAP, 5

Para todo objeto x y todo conjunio G,
existe una unica F tal que
(i) F es una funcion sobre «,

(D FO)=x,

(iii) para todo n, F(n") = G(F(n)).
Es importante notar que x no necesita ser un
ntimero natural; puede ser cualquier indivi-
duo o conjunto (usamos “objeto” como tér-
mino neutro) y G no necesita ser una funcion;
si no es una funcién, tampoco necesita in-
cluir F(n} en su dominio. Desde luego, cuan-
do G es defectucsa en uno de estos respectos,

entonces
G(F(m)) = O,
en virtud de la definicion 39 de § 3.4.
Para funciones F de dos argumentos re-
querimos:
Para conjunios cualesquiera G y H,existe
una unica F tal gue para cualesquiera m,
n,
(i) F esuna funcidn sobre w X w
(i) F{{m, 0)) = H(m),
(i) F({m, n)) = G({m, F({m, n)))).

Notese de nuevo que G y H no necesitan ser
funciones, aunque es natural, al definir las
operaciones usuales por recurrencia, tener a
G y a H como funciones simples que apliquen
los nimeros naturales o, parejas de nimeros
naturales en los nimeros naturales. Por ejem-
plo, si con F se quiere significar la operacién
adiciéon, hacemos

Him} =m,

ya que
m+0=m,

¥
(1) GUm, F{{m,n)})) = F({m, n))L.

Sin embargo, (1) no es completamente co-
rrecto; puesto que ¢l simbolo de sncesor no
designa una funcién en nuestro universo ted-
rico conjuntista, no sabemos directamente
que G es una funcidn propia de la teoria de
conjuntos. Pero esta dificultad se remedia
facilmente por la técnica de definir un frag-
mento de la funcidn sucesor intuitiva, corres-
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pondiente a lo que hicimos antes en el caso
de la identidad y la pertenencia.

Definicién 9. &, = {(B, Bl): B < A}.
Es valido el teorema esperado:
(B,BDE@AHBE/‘,

Por simplicidad de notacion en esta seccion,
definimos ademés:

Definicién 10. & = &,

Asi, B0) = 1 y &(1) = 2,

donde definimos, como ya se indicé:
Definicién 11.

1=10],
2=10,1{0]}.
Y reemplazamos a (1) por
G{m, F{(m, n)}}) =S(F({m, n))).

Definimos también,en este momento, n—1y
n—2 para cualquier ordinal.

Teorema 25.

Definicion 12.

i) SiAF*0& A es un ordinal, enton-
ces A — | =B si y solamente si
B =4

(i) SiA=0&AF1&Aesunor
dinal, entonces A — 2 = B si y so-
lamente si (B! = A,

En vez de formular teoremas separados
para funciones de un argumento, funciones
de dos argumentos, etc., podemos enunciar
un teorema general sobre recurrencia para
funciones de r argumentos. En el teorema
usamos la notacién

(2) (mﬂ, My, s

para las r-plas que ahora consideramos. Pri-
mero definimos:

) Me_gy 1)

Definicién 13. x ey una r-pla de A si y
solamente si x € A"

En otras palabras, una r-pla de A es una fun-
cién del conjunto de los nimeros naturales
menores que r, al conjunto 4. Para justificar
la notacién “, y)' para las parejas (esto es,
2-plas) cuando esta notacién ha sido usada
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ya para parejas ordenadas, tenemos el si-
guiente teorema cuya demostracion se deja
como ejercicio:

Teorema 26. A* = A X A bajo la fun-
cion g tal que para cualquier f & A2, g(f}

= {f(0), S(1)).

Puesto que 4* es equipotente con A X 4,
usaremos la misma notacién para duplasy
para parejas ordenadas y esta ambigiiedad no
serd fuente de dificultad. En efecto, en des-
arrollos intuitivos de teoria de conjuntos es
comun ““identificar” los dos conceptos. Sin
vsar la notacién (2), nuestro teorema funda-
mental de recurrencia puede ser formulado
de la siguiente manera poco intuitiva:

Para conjuntos cualesquiera G y H y cual-
quier r > 0O,existe una tnica F tal que
(i) F es una funcion sobre wr,
(ii) para toda f, si f € w & f(r—1) =0.
entonces

F(f) = H(f|r = 1),

pararoda fy para todo n, si f € o
¥y f(r — D)'= n, entonces

Fl(fir— DU [{r— Lab}) = G((flr—
DU {r—1,T(MD.
Para formular de nuevo el teorema de mane-

ra esquemaitica luego de adoptar (2), necesi-
tamos:

(iii)

Esquema de definicion 14. S/ xo, .. . 2,
€ A, entonces (To,. .., Te—y) =f s5i y s0-
lamente si fes una r-pla de A & f(0) =
nn&...&fr — 1) =1=x._,.

También modificamos de una manera usual
la notacién f(x).

Definicion 15.
fz = f(J:)

Principalmente, queremos escribir £, f;, etc.
Finalmente, para formular nuestro teorema
en la notacién familiar usamos ‘m’ en lugar
de ‘f’y cuando escribimos ‘m,’, ‘m,” 0 algo
similar, queremos expresar el valor de la fun-
cién m para el argumento 0, etc., y no el va-
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lor numérico de la variable ‘m,’, el valor
numeérico de la variable ‘m,’, etc. como va-
riables numéricas.

Teorema 27. Para conjuntos cualesquiera
G y H y para cualguier r > 0, existe una
unica F tal que, para cualquier m en o',
(i) F es una funcidén sobre w',
(i) F({ma, my, ..., My, ) = H{(m,,

mlr LRCRON ) mr—z»:
(iii) para todo niimero natural n,
F{mo,my, . .y Mg, o)) = G({mo, my, - . .,
My gy F((Mn, ooy Mgy n))))

Demostracién. Por brevedad de notacion
damos la demostracién para el caso especial
enque r = 2, pero el argumento para un
r > 0 arbitrario es casi idéntico y podemos
dejarlo como ejercicio. Consideramos funcio-
nes que para r = 2 podrian definirse sobre
w X nl para algun n. Para hacer paralelo el
argumento para r arbitrario, definimos:
B(n) = {g: g es una funcién & Dg = {0, 1}
& g(0) Cw & g(l) € nl}.

Primero, en virtud del esquema axiomati-
co de separacion, existe un conjunto 4 tal
que f € A4 si y solamente si

(1) S e X (RGUHU{0})),

y existe un n tal que, para todo m,
(2) fes una funcién sobre ©(n),

(3) f(m, 0) = H(m),
(4) para todo p< n,
Silm, p1) = GUm, f((m, P)))).

La inclusién de {0) en el conjunto potencia
de (1) toma en cuenta el caso en que Gy H
no estan definidas. Es claro que (1) esta im-
plicado por (2) a (4). Ademas, vemos facil-
mente que A4 5 0, para la funcién f sobre
D (0) tal que, para todo m € w,
(5) f(m, 0) = H(m)

esté en A. (Como se indic6 en (3) y (5), para
el resto de la demostracién eliminamos los
paréntesis angulares que designan parejas, ya
que no puede resultar confusion alguna de
esto.)

CAP. 5

(6) Si f,g< Aentonces fCgo g<f
Sea ©(n) el dominio de fy sea ©(n,) ¢l do-
minio de g. Entonces # n 7, €s # 0 1, Supon-
gamos, para precisar, que es n.' Ahora supon-
gamos que existe un nimero natural p < n
tal que para algin m

M f(m, p) # g(m, p).

Sea p* el menor de tales nomeros; esto es,
p* es el &w-primer elemento de
{p: p < n& @m){fm, p} = g(m, p))}.
Ahora, p* # 0 ya que para todo m
J(m, 0) = g(m, 0) = H(m).
Tenemos entonces,
(8 fim, ") = Glm, f(m, p* —1)) = G(m,
glm, p* —1)) = glm, p*).
Pero, por otra parte; ya que p* es el menor
nimero natural para el cual se cumple (7),
tenemos:
Flm, p* —1) = g(m, p* =1)
y a fortiori
G(m, f(m, p* —1)) = G(m, g(m, p* —1)),
lo que contradice (8) y hace que nuestra su-
posicion (7) sea falsa. Por consiguniente, se
establece (6).

Definimos ahora:

9) F=U4a,

Se sipue, de una vez, a partir de (6) que Fes
una funcion, puessi (r, Y F €Ay (z, 2
€ g € A, entonces ambas parejas pertenecen,
oafoagyportantoy = z Ademas, se
sigue de (3) y (9) que para todo m

F(m,0) = H(m),
lo que satisface (ii) del teorema.

Dirigimos ahora nuestra atencién hacia
(iii). Si (m, n') esta en ¢l dominio de F, en-
tonces, para algin fen 4, (m, n') es un ele-
mente del dominio de f y entonces,

J(m, nt) = G(m, f(m, n)),
de donde,
F{m, nY) = G{m, F(m, n)).



sEcc. 5.2

Para demostrar que «* es el dominio de F
suponemos que p es el menor nimero natu-
ral tal que, para algtin m,{m, p) no estd en el
dominio de F. Entonces, en vista de (5),
pF0,asique{m p — 1) estien DFy FE
A; pero entonces también,

a0 FUmg {{m, p), G(m, F(m, p — NN}C 4.

Podemos concluir de (10) que {m, p) € DF,
contrario a nuestra suposicion. Concluimos
que w? es el dominio de F. Finalmente, deja-
mos como ejercicio la demostracion sencilla
de que F es unica. Q.E.D.

Demostrado este teorema general y funda-
mental, acerca de la existencia de una tinica
funcién F que satisface al definiens de una
definicion recurrente, podemos definir las
operaciones artiméticas usuales sin teoremas
justificantes individuales. Simplemente clegi-
mos las funciones apropiadas Gy H.

Definimos primero la adicién entre nime-
ros naturales por medio de la recurrencia ya
indicada. Usamos el mismo simbolo ‘4’ pa-
ra adicion cardinal y para adicién ordinal fi-
nita (y mas adelante para adicién ordinal
arbitraria), pero en cualquier contexto dado
siempre serd claro lo que se quiere decir.
Puede notarse que el simbolo para la adicion
ordinal finita designa una entidad de la teo-
ria de conjuntos; én particular, un cierto con-
junto de parejas ordenadas, en cada una de
las cuales el primer elemento es una dupla.
En contraste, el simbolo para adicion cardi-
nal o para adicién ordinal general no designa
conjunto alguno.

Definicién 16. + = f si y solamente si
(i) fes una funcion sobre ?,
(ii) para todo m,
fm, 0)) = m,
'(iii) para todo m, n,
Jfm, nt) =&(f({m, n))}.
Para obtener la notacign usual, definimos:

Definicién 17. m + n = p si y solamen-
te si {{m,n),p) € +.
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Como consecuencias inmediatas de la defi-
nicién 16, tenemos:

Teorema 28.

i) m+40=m,
@) m+ nl={m+ n)

Las leyes familiares, conmutativa y asocia-
tiva de la adicién se enuncian en los dos si-
guientes teoremas. Sus demostraciones ilus-
trari usos tipicos de induccién matemaética
(via el teorema 24). Notese que los teoremas
correspondientes para la aritmética cardinal
no necesitaban ser demostrados inductiva-
mente.

Teorema 29. m + n = n 4+ m.

Demostracion. Necesitamos dos resultados
preliminares:

48] 04+n=n
{an mh+n = (m + ),

cada uno de los cuales demostramos inducti-
vamente, usando el teorema 24. Para demos-
trar (I) definimos:

(1) Z=1[n:04+n=n}

y queremos demostrar que Z = w, €sto es,
todo nimero natural pertenece a Z. Primero,
en virtud del teorema 28,

0cZ.
Ahora suponemos que n € Z, esto es,
@) 0+n=n

Entonces tenemos:
04 nt = (04 )

=gl

por el teorema 28
por (2).

Por tanto, si n € Z, entonces »' € Z, asi que,
en virtud del teorema 24,
Z =
(ya que se sigue de (1) que Z C w,y del teo-
rema 24, que w S Z).
Ahora, para demostrar (II) definimos:

Alm) = {n: mV 4+ n = (m + a)i}.
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Por dos aplicaciones del teorema 28,
ml + 0 =m = (m+ 0},

asi que,
0c A(m).
Ahora, supongamos que #n € 4 (m), esto es,
Q) m 4 n=(m+n)l
Entonces,

ml 4+ nl = (ml + n)l
= ((m 4+ n)) por (3)
= (m 4+ n)
asi que, n' € A(m) cuando quiera que € 4
(m). De donde, por el teorema 24,
A(m) = w,
lo que establece (II) y completa nuestra pre-

paracién para la principal tarea que tenemos
entre manos.

por el tecrema 28

por ¢l teorema 28,

Definimos:
Bn)={m: m+nrn=n+m}
Primero tenemos: G
04+n=n por (I)
=n-+0 por el teorema 28,
y, por consiguiente,

0 € B(n).
Ahora suponemos m € B (n), esto es,
(4) m+n=mn-+m.
Entonces,
m'+n=(m-+ a0 por()
= (n + m) por (4)
=n 4+ m! por el teorema 28,

de donde, m' € B () cuando quiera que m €

B (n), y concluimos que
B(n) = w,

que es el resultado pedido. Q.E.D.

La demostracion de la ley asociativa de la
adicién es semejante en estructura.

Teorema 30, (m+n) 4+ p =m+ (»n + p).
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Demostracién. Definimos:
A@m,n) = lp: (m+n)+p=m+ (n+p)}
Ahora,
m+n)+0=m+n
por el teorema 28
=m+ (n+0)

de nuevo por el teorema 28
por consiguiente, 0 € A4 (m, n).

Sea p un elemento de A4 (m, n). Entonces,
1) m+na)+p=m+n+p),
Yy tenemos

(m+mn) + p' = ((m + n) + p)t
por el teorema 28

(m + (n + p))! por (1)

=m-+ (n+ p)' por el teorema 28

=m- (n + p) por el teorema 28,

de donde p' € A(m,n), y podemos concluir:
Alm, n) = w. Q.E.D.

Formulamos, sin demostracidn, un teore-
ma familiar.
Teorema 31. Si m = n, entonces existe
un tnico numero natural p tal que m + p
= A
Ahora nos referimos a la definicién de
multiplicacién. Si hubiéramos procedido sin
la teoria de conjuntos habriamos agregado a
P6 y P7 dos axiomas mas:

PR. Si x es un numero natural, entonces
x-0=0.
P9. 8i x, y son numeros naturales, entonces
z-yl=(x-y) + 2
Esos dos axiomas predicen exactamente la
definicién que usamos.
Definicién 18, - = fsi y solamente si:

(i) fes una funcidn sobre &*,
(i) para todo m,
ftgm, 0)) = 0,
(iii) para todo m, n,
S(m,n0)) = f({m, n)) + m.

Analoga a la definicién 17, tenemos:
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Definicién 19. m - n = p, si y solamente
si {{m, n),p) € .
Cuando no se presta a confusién designamos
la multiplicacién por yuxtaposicién en lugar
del punto.
Dejamos como gjercicios las demostracio-
nes de los tres teoremas siguientes.

Teorema 32, mn = nm,
Teorema 33 m(n + p) = mn + mp.
Teorema 34. (mn)p = m(np).

Otros teoremas adicionales se han dejado co-
mo ejercicios.

Concluimos esta seccién con la definiciéon
de la operacion exponencial. El esquema re-
currente es:

me =1,
m™ = mr - m.
La definicién formal apropiada es:

Definicién 20. exp = f, si y solamenie si:
(i) fes una funcién sobre o*
(ii) para todo m,

J(m,0)) = 1,

(iii} para todo m, n,

Jm, nt)) = f((mr n)) * M.
Como deferencia hacia la notacion ortodoxa:
Definicion 21. m” = exp (m, n).

En el capitulo siguiente, que trata de la
construcciéon de los nameros racionales y
reales, supondremos que se ha desarrollado
completamente la aritmética elemental de
los enteros, pues, con el teorema 27 a la ma-
no, es perfectamente obvio cdmd continuvar
los desarrollos. En realidad, en los ejercicios
se han dado varios detalles.

En el capitulo 7 se indicard como puede
generalizarse el teorema 27 a lo que se deno-
mina una recurrencia de orden de valores.
Asi, cuando F es una funcién de un argumen-
to, tenemos:

(0 F(n) = G(F|n),
esto es, el valor de F para el argumento »
puede depender de todos los argumentos pre-
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cedentes y de los valores de F, que se indican
a la derecha de (1), por la restriccion del do-
minio de F a n. Un ejemplo sencillo de tal
recurrencia de orden de valores es Ia defim-
cién de la funcién apropiada que produce la
sucesion de Fibonacci

0,1,1,2,35,8,13,...
Intuitivamente, excepto para los dos prime-
ros términos, cada término es simplemente
la suma de los dos que le preceden.
El esquema recurrente es:
FO)=0
Fl) =1
Fn 4 1) = Fn — 1) + F(n),
esto es, el término general F(n + 1) depende
no s6lo de F(n) sino también de F{n — 1).
Concluimos esta seccién con la definicion
de finitud ordinaria ya anticipada en § 4.2
y dejamos como gjercicio la demostracién de
la equivalencia de esta definicién con la de
Tarski que se uso en § 4.2.

Definicién 22. Un conjunto es finito ordi-
nario si y solamente si es equipotente con
algin numero natural.

Teorema 35. Un conjunio es finito ordi-
nario siy solamente si es finito en el sen-
tido de Tarski.

Tenemos también:

Teorema 36. Un conjunto finito es equi-

potente exactamente con un nimero na-
tural.

Sobre la base de este teorema y la defini-
ci6n de niimeros naturales, no es dificil de-
mostrar que la definicion de finitud-de Stic-
kel [1907] en términos de doble ordenacion
es equivalente a la de Tarski.

Teorema 37. Un conjunto es finito en el
sentido de Tarski si y solamente si pue-
de bien-ordenarse doblemente, es decir,
si y solamente si existe una relacion R tal
que tanto R como R bien-ordenan el con-

junto.
EJERCICIOS

1. Demostrar: 4 es un numero natural, i y solamente
st A es un ordinal y para todo B, 5si B € A\entonces existe
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un ordinal C tal que B = C' o B = 0. (Esta equivalencia
se usa a veces como definicién de los nitmeros naturales.)

2. Dar un contra-ejemplo a: 4 es un mimero natural,
5i y solamente si A es un ordinaly A = 0 o existe un ordi-
nal B tal que A = B\

3. Demostrar ¢l teorema 21.

4. Dar una demostracién detallada del teorema 23,

5. Dar un contra-ejemplo para mostrar que no todo
subconjunto de un niimero natural es un niimero natural.

6. Demostrar que,si A es un nimero natural y B es
el & A-ultimo elemento de 4, entonces A = B,

7. (Esvilida la asercién del gjercicio 6 para ordinales
arbitrarios?

8. Demostrar que,si A4 es un nimero natural, enton-
ces UJ(4") Lo es también.

8. 8i AC w, yes verdadero que ) 4 es un nfimero
natural? Si la respuesta es afirmativa, demostrarlo; si no,
dar un contra-cjemplo.

10, 8i 4 e5 un ordinal, jqué conjunto es M a?

11, SiACw, ges I 4 un ndmero natural?

12, Demostrar que U » = w.

13.  Completar la demostracion del teorema 27 demos-
trando que F es Onica.

14.  Indicar qué cambios se requieren en la demostra-
cién del teorema 27 para hacerlo adecuado para r arbi-
trario.

15, Demostrar el teorema 31,

16. Demostrar el teorema 32.

17.  Demostrar los teoremas 33 y 34.

18.  Dar un esquema recurrente y luego definir expli-
citamente:

{a) la operaci6n factorial n!;

(b) la sucesién de Fibonacci mencionada al final
de 1a seccidén (con una ligera reformulacién
de la recurrencia dada para la sucesion se pue-
de incluir en el alcance del teorema 27).

19.  Demostrar los hechos familiares elementales acer-
ca de la operacitn de exponenciacién para nimeros na-
turales.

20. Demostrar los ejercicios 4 a 12 de § 4.4 para ni-
meros naturales.

21. Demostrar el teorema 35.

22, Demostrar el tedrema 36.

23. Demostrar ¢l teorema 37.

§ 5.3 Conjuntos enumerables. Un conjunto
enumerable es uno que es equipotente con el
conjunto de los nimeros naturales. Un tal
conjunto proporciona el ejemplo mas simple
de un conjunto infinito. Comenzamos con al-
gunos teoremas generales acerca de conjun-
tos infinitos.

Definicién 23. Un conjunto es infinito si
y solamente si no es finito.

CAP. 5

Los dos primeros teoremas pueden demos-
trarse facilmente usando resultados de §4.2.

Teorema 38. Si A es infinito y A = B,
entonces B es infinito.
Teorema 39. Si 4 C By A4 es infinito,
entonces B es infinito.

De algin interés mayer es el teorema si-
guiente que proporciona una condicion ne-
cesaria y suficiente para que un conjunto sea
infinito.

Teorema 40. Un conjunto A es infinito
si y solamente si, para todo niimero natu-
ral n, existe un subconjunto de A equipo-
tente con n.

Demostracién. [Necesidad]. En virtud del
esquema axiomético de separacién, existe un
C tal que, para todo n,

neCeoncCuw&(3B)BCS A&B=n).
Demostramos por induccién que € = w.

Ya que el conjunto vacio es subconjunto
de cualquier conjunto,

0 € C.
Ahora supongamos que n € C. Entonces,
por la hipétesis, existe un subconjunto B de
A tal que

B =n,
Puesto que A ¢s infinito, B 3= A4, pues si A=
B, entonces A= n y A seria finito (tcorema
35). Sea, x por consiguiente, un elemento de
A ~ B. Entonces,

Bulz} C A

y claramente, en vista del teorema 4 de § 4.1,

Bulz} =
de donde n' € C.

[Suficiencia). Supongamos, si es posible,
que A es finito. Entonces, (teorema 35), para
algan #,

A =n
Pero por la hipétesis debe existir un subcon-
junto propio no vacio B de 4 tal que B =
Sea x € B; entonces, B ~{x} = n, de donde
A es equipoténte con uno de sus subconjun-
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tos propios, a saber, B ~ {x}y esto contra-
dice al teorema 46 de § 4.2. Q.E.D.

Usando este teorema y algunos resultados
anteriores es facil demostrar:

Teorema 41. EI conjunto w de los niime-
ros naturales es infinito.

Un teorema mas dificil es el siguiente, que
expresa una condicion necesaria y suficiente
para que un conjunto sea finito. La demos-
tracion de la suficiencia es la parte dificil
porque envuelve definicién por recurrencia
de una funcién (teorema 27).

Teorema 42. A es finito si y solamente si
A < w.

Demostracién. [Necesidad]. Este tecrema se
sigue inmediatamente del teorema preceden-
te y del teorema 45 de §4.2.

[Suficiencia]. Por hipétesis, 4 < w. Sea B
un subconjunto propio de w tal que 4 = B.
Si B tiene un namero natural mayor que to-
dos, digamos m, entonces B & m'; ya que m'
¢s finito, también lo es B y por tanto tam-
bién lo es A. La cosa dificil de demostrar es
que en realidad £ debe tener un numero na-
tural mayor que todos. (Suponemos que B
no es vacio; de otro modo la demostracion
es trivial ) Usamos una demostracidén indi-
recta. Supongamos que B no tiene un nume-
ro natural mayor que todos, esto es, dado
cualquier natural existe siempre uno mayor
en B. Usando el teorema 27 definimos la fun-
cidn F sobre « como sigue:

() F(0) = gw-primer elemento de B.
(2) F(n') = sw-primer elemento de
B ~ F(n).
(Notese que es sencillo definir funciones G
y H que correspondan a los miembros de la
derecha de (1) y (2) )
Puesto que B no tiene un elemento mayor
que todos, es claro que,para todo n y m,si
n =% m, entonces

F(n) # F(m),
de donde, B = w bajo F, contrario a la hipo-
tesis y nuestra suposicién es falsa. Q.E.D.
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Ahora nos referimos a conjuntos enumera-
bles y comenzamos por formular de nuevo la
definicién dada al comienzo de la seccidn.

Definicion 24. Un conjunto es enumera-
ble si y solamente si es equipotente con el
conjunto w de todos los nimeros natu-
rales.

Como una consecuencia inmediata de los
teoremas 38 y 41 tenemos:

Teorema 43. Todo conjunto enumerable

es infinito.
Algo sorprendente: toda demostracion cono-
cida del reciproco parcial, a saber que todo
conjunto infinito tiene un subconjunto enu-
merable, requiere el axioma de escogencia.
En efecto, este reciproco es el paso esencial
para demostrar que el infinito ordinaric im-
plica el infinito de Dedekind, concepto este
que ahora definimos formalmente. Los dos
teoremas que siguen a la definicién son con-
secuencias inmediatas de resultados ante-
riores.

Definicién 25. Un conjunto es infinito si
y solamente si no es finito segun Dedekind.

Teorema 44. Un conjunto es infinito se-
gun Dedekind si y solamente si tiene un
subconfunto propio equipotente con él.

Teorema 45. A es infinito segin Dede-
kind siy solamente si A = AU {A).

La contrapositiva del teorema 46 del ca-
pitulo 4 es:

Teorema 46. Si un confunto es infinito
segun Dedekind,entonces es infinito.

Nos referimos ahora a dos teoremas mas
dificiles que, entre ambos, establecen otra
condicion necesaria y suficiente para que un
conjunto sea infinito segan Dedekind.

Teorema 47. Todo conjunto que tiene un
subconjunto enumerable es infinito segiin
Dedekind.
Demostracién. Sea B un subconjunto enu-
merable de 4. Entonces,

B =0
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bajo alguna funcién 1-1, digamos f. Ahora
consideremos la funcion g definida sobre 4
por

T(f@)) si z € Df
g(x) =
z si x€ A~ Df

(Intuitivamente, si x € D f'y f(x) = n, escri-
bimos: x,. Entonces, si x € © fsimplemente
tenemos: g(x,) = X ns,.) Obviamente

ges |-l
Dg = A
&g = A ~ {f(O)],
de donde
A=A~ o)),

lo que establece nuestro teorema. Q.E.D.
Ahora demostramos el reciproco, que re-
quiere definicion recurrente de una funcidn
apropiada.
Teorema 48. Todo conjunto infinito segun
Dedekind tiene un subconjunto enume-
rable.

Demaostracion. Sea 4 un conjunto infinito,
seghn Dedekind y sea B un subcenjunto pro-
pio de A tal que 4 = B bajo la funcién f,
digamos. Sea z* un elemento de 4 ~ B. De-
finimos recurrentemente (teorema 27) una
funcion g sobre w:

g(0) = z*
gint) = flg(n)).

Claramente, para cada », g(n) € 4. Lo que
necesitamos demostrar es que la funcidén g
es 1-1. Supongamos, por via de contradic-
cién, que g no es 1-1. Entonces sea p el me-
nor numero natural tal que para alglin ¢ < p

€9) 8(p) = glg).
Obviamente, p 7% 0. Ademas, puesto que
@ gp) = flge — 1),

sabemos que g(p) € B, y ya que g(0) =
x* & B, tenemos

glp) #* g0
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asi que, a partir de (1),

g #= g0,
g7 0.

de donde

Asi,

&) glgy = flglg — D)
y de (1) a (3) se sigue gue

Slglp = 1) = flglq — 1),

ademas, puesto que fes I-1,
g —D=glg-D

lo que contradice nuestra suposicion de que

p es el menor ntmero natural que satisface a

(1) con ¢ < p. Q.E.D.
Teorema 49. Todo subconjunto de un con-
Junto enumerable es enumerable o es fi-
nito.

Demostracion. Sea 4 un conjunto enume-
rable y sea B < A. Entonces B < 4. 5t B = A
entonces B es enumerable. Si B < 4, enton-
ces B<w, ya que 4 = w, asi que, por el teo-
rema 42, B es finito. Q.E.D.

Este teorema representa una aplicacion
significativa del teorema 42. La simplicidad
de la demostracion depende enteramente de
la realizada anteriormente para el teorema 42.

Teorema 50. Si A es finito v B es enu-
merable, entonces, A U B ¢s enumerable.

Demostracién. Sea

C=d4~B;
a partir de la hipétesis del teorema, C es fi-
nito, asi que existe un numero natural » tal
que (teorema 35)
C=n
bajo f, digamos. Ahora, B es enumerable, de
donde,
B = w
bajo una funcion g, digamos. Ahora defina-
mos una nveva funcion # sobre 4 U B:

flz) sizeC
hiz) =
Ag{x) +nsiz e B.

Claramente s es 1-1 y aplica A U B sobre w.
Q.E.D.
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La demostracién del teorema siguiente es

mas dificil y la omitimos.

Teorema 51. S/ 4 y B son enumerables,

entonces A U B es enumerable.
Tenemos algunos teoremas correspondientes
acerca de la enumerabilidad de los productos
cartesianos. En este caso demostramos el se-
gundo.

Teorema 52. Si A es finito, pero no vacio,

¥ B es enumerable, entonces A X B es

enumerable.

Teorema 53. w X w = w.

Demostracion. La demostracidon se basa
en el arregio de la doble sucesién

{0,0),(, 1),0,2),...
(1,0, (1, 1), (1,2, ...
{2,0),(2,1),(2,2),...

en una sucesién umnica, por el método de las

diagonales (procedemos a lo largo de diago-
nales):

(1) (0,0),0, 1), (1, 0%,(0, 2), (1, 1),(2, O),.. . ..

Otra manera de caracterizar (1) es decir que
ordenamos primero de acuerdo a la suma de
los dos nameros y luego por el primer ele-
mento, dentro de una suma fijada. Definimos
sobre w X w una funcién ftal que

J{0,0) =0
J(o, )y =1
J(L,0) =2
f0,2) =3

Es claro que faplica w X « sobre w de la
manera 1-1; se deja como gjercicio el hallar
la forma aritmética precisa de £ Q.ED.

Teorema 54, Si n 5 0, entonces w™ = w.

Teorema 55. Si A y B son enumerables,
entonces A X B es enumerable.
Teorema 56. 5i A es enumerable y n =~ 0,
entonces A= es enumerable.
Nos referimos ahora a algunos teoremas
acerca de cardinales infinitos y transfinitos.

ORDINALES FINITOS Y CONJUNTOS ENUMERABLES 97

Las definiciones pertinentes y las demostra-
ciones de los teoremas dependen todas del
axioma especial para nimeros cardinales.
Debe ser claro, a partir de observaciones an-
teriores, que toda demostracion conaocida de
que un cardinal es transfinito si y solamente
si es infinito depende del axioma de esco-
gencia,

tDefinicién 26. x es un cardinal infinito
si y solamente si existe un conjunto infi-
nito A tal gue X(4) = x.

TDefinicién 27. x es un cardinal transfi-
nite si y solamente si existe un conjunto
A infinito segiin Dedekind tal que X(A)
= X.
Sobre la base de los teoremas demostrados
previamente, s¢ deducen facilmente los cua-
tro resultados siguientes,

tTeorema 57. nes un cardinal infinito
si y solamente si para tedo cardinal finito
m,m < n

tTeorema 58. n es un cardinal transfini-
lo sty solamente si n = n + 1.

tTeorema 59. Si un cardinal és un cardi-
nal transfinito,entonces es un cardinal in-

JSinito.

tTeorema 60. Si nt es un cardinal infini-
o o fransfinito Yy m < n,entonces, M es
un cardinal infinito o transfinito, respec-
Hivamente.

Un teorema que requiere cierta cantidad
de demostracion (que se deja como ejercicio)
es el de que la suma o el producto de un car-
dinal transfinito o infinito con otro cardinal
(excepto 0 para el producto) es también un
cardinal transfinito o infinito.

1Teorema 61. Si m es un cardinal trans-
[ftito o infinito, entonces
() m+ 1 es un cardinal transfinito
o infinito, respectivamente,
(i) mn y m" son cardinaies transfinitos
o infinitos, respectivamente, previsio
que 1 % 0,
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(iif) n™ es un cardinal transfinito o in-
finito, respectivamente, previsto que

1 <n

Podemos usar algunos de estos resultados,
particularmente ¢} teorema 58, para demos-
trar una designaldad para nimeros transfini-
tos, que no vale para cardinales arbitrarios,
Noétese que el método de demostracién es
especifico para cardinales transfinitos y no
funcionara para cardinales infinitos (sin €l
axioma de escogencia).

tTeorema 62. §i m y n son cardinales
transfinitos, entonces

m -+ n < mo.
Demostracion. Sobre la base del teorema 58,
m=m-+1
n=mn+41,

de donde, usando las leyes distributiva y con-
mutativa de § 4.3,

(1) mm=m+Dn+=mn+m+n
+1=(m+n)+ (mn+41).

Primeramente, sobre la base del teorema 74
de § 4.3, sabemos que

m<m<+n
y
n<mn+41,

de donde, usando de nuevo el teorema 54,
2 m+n< (m+n) 4+ (mn+ 1)

Nuestro teorema se sigue de (1) y (2). Q.E.D.

Por el uso del axioma de escogencia la
desigualdad del teorema que se acaba de
demostrar se puede reforzar con una igual-
dad, esto es, sobre ia base de suponer el axio-
ma de escogencia, podemos demostrar que
la suma de dos cardinales transfinitos es igual
a su producto. Notese que el teorema es falso
para cardinales finitos, yaque n-1 <n + 1.

Para convertir algunos de los teoremas
acerca de conjuntos enumerables en teoremas
acerca de numeros cardinales, necesitamos
definir el cardinal ¥ de los conjuntos enu-
merables. Wo se lee “alef sub-cero™; la letra

cap. 5§

‘Y es la primera letra del alfabeto hebreo.
(Esta notacién se originé con Cantor.)

TDefinicion 28, Wo = X(w).

Como consecuencias inmediatas de los teore-
mas 50 y 51 y la definicion de adicion car-
dinal en §4.3, tenemos:

TTeorema 63.
(1) Si n es un cardinal finito, entonces
Yo+ 1 =Ny
i) Wo+ No = No.
La demostracion del 1til teorema siguiente
se deja como ejercicio.

{Teorema 64. Las tres condiciones si-
guientes son equivalentes:
(i} m es un cardinal transfinito,
(i) Wo<m,
(iii) existe un cardinal n tal que Wo + 1

Sobre la base de los teoremas 52 y 53, te-
nemos de una vez:

{Teorema 65.

@) Si n esun cardinal finito y n =0,
entonces n¥o = N,
() We¥Ne = No.
Y sobre la base del teorema 54:
tTeorema 66. Si n es un cardinal finito
y n s 0, enionces ¥a" = Wo
Ahora demostramos dos hechos ulteriores
acerca de los cardinales transfinitos.
tTeorema 67. Si u es un cardinal trans-
finito. entonces
i) v+ W=,
(i) si n es un cardinal finito,u4+n=u.
Demostracion. En virtud del teorema 64
existe un n tal que

Wo+n=u,
de donde,
U+ N = (¥ +n) 4+ No
=n -+ (Nn + Nn)
=n+ N por el teorema 63
=No+n
=1,
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lo que demuestra (i). Con métodos similares

se establece (ii):

u+n=u+N)+n porqQ
=u-+ (Nn + ll)
=u+ N por el teorema 63
= por (i), de nuevo

Q.E.D.
EJERCICIOS

1. Demostrar los teoremas 38 y 39.

2. Demostrar el teorema 41,

3. Demostrar el teorema 51.

4. Demostrar el teorema 52.
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5. Hallar la forma aritmética exacta de la funcién f de
la demostracion del teorema 53.

6. Demostrar el teorema 54.

7. Demostrar los teoremas 55 y 56.

8. Demostrar que, si el dominio de una funcion es enu-
merable, la funcién es enumerable y su recorrido es finito
o enumerable.

9. Demostrar que, si 4 es enumerable, entonces existe
una familia B de conjuntos tales que

(i) B es enumerable,
(ii) si C € B, entonces C es enumerable,
(iii) siC,DeByC= D entonces CnD =0,
S v) uB =4
(Las demostraciones conocidas del reciproco de este teo-
rema requieren el axioma de escogencia.)
10. Demostrar los teoremas 57 a 60.
11. Demostrar el teorema 61,
12. Demostrar el teorema 64.
13. Demostrar que,si H es un cardinal finito, entonces

n< “o-



Capitulo 6

Numeros racionales y
numeros reales™

§ 6.1 Introduccién. Para mostrar que nues-
tros axiomas de la teoria de conjuntos son
adecuados para permitir el desarrollo siste-
miatico de la matematica clasica, no es su-
ficiente construir meramente los nlimeros
naturales como lo hicimos en el capitulo an-
terior. Como minimo necesitamos mostrar
que podemos construir entidades que tengan
todas las propiedades esperadas de los ni-
meros reales.

Los dos métodos basicos de la teoria de
conjuntes para construir los némeros reales
fuera de los nimeros naturales se deben a
Cantor y Dedekind, pero Bertrand Russell
también merece crédito por clarificar el ca-
récter riguroso de esas construcciones y por
ser completamente explicito acerca de la iden-
tificacién de los nameros reales con las enti-
dades construidas.

Previa a la construccion de los nimeros
reales es la construccion de los niimeros ra-
cionales (intuitivamente un elemento racional
es un numero que puede representarse como
la razén de dos enteros). Se pueden seguir
varios caminos de desarrollo:

I
Numeros Naturales
Enteros
Fraccionarios
Nitmeros racionales
Numeros reales

IT
Numeros Naturales
Fraccionarios no negativos

*Este capitulo puede omitirse sin pérdida de continuidad.

Nuameros racionales no negativos

Numeros reales no negativos

Todos los nfiimeros reales

111

Numeros Naturales

Fraccionarios no negativos

Nameros racionales no negativos

Todos los nlimeros racionales

Numeros reales
Se pueden seguir muchas variantes de estos
tres caminos, dependientes de la eleccion del
nivel al cual se introducen los niimeros ne-
gativos. Aqui se adoptar4 ¢l camino 1II. Los
fraccionarios no negativos se definen como
parejas ordenadas de enteros no negativos.
Asi el fraccionario 3 = (1,2). Los numeros
racionales no negativos se definen como cier-
tas clases de equivalencia de fraccionarios.
Por gjemplo, el nimero racional no negativo
[4] correspondiente al fraccionario 1 esel
conjunto de todos los fraccionarios m/n ta-
les que n = 2m. Para obtener todos los nu-
meros racionales, subimos a otro nivel de
abstraccion. Decimos que dos parejas orde-
nadas {z, 1) y {u, v) de nimeros racionales no
negativos son equivalentes cuando

X+v=y4+u

y un niimero racional es precisamente una
clase de equivalencia de tales parejas orde-
nadas. Quizas puede parecer raro distinguir
entre €l fraccionario 4, el niamero racional no
negativo [4], la pareja ordenada ([3], [§]), y el
nimero racional [{[4], $])]. Pero, como vere-
mos, cada nivel de abstraccion se construye
sobre el precedente de una manera natural.

100
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Con todos los nameros racionales disponi-
bies, el procedimiento de Dedekind para
constritir los nimeros reales es definir una
seccion o corte de los racionales como una
pareja ordenada (A,B) de conjuntos tales que

(i) A y B son ambos no vacios,
(iiy A U B = el conjunto de los ra-
cionales,
(iii) size€ Ay y € B entonces x<y.

A se llama la clase inferior y B la clase supe-
rior, ya que todo elemento de A precede a
todo elemento de B. Un niimero real es en-
tonces, simplemente, una seccién de los ra-
cionales.

Una definicién algo mas simple fue dada
por Peano y Russell. Como lo sugiere una
rapida inspeccion de la definicidén anterior,
(por qué no pasar por alto al conjunto 4 o
al conjunto B? Esto nos lleva a: un corte in-
ferior o segmento inferior de los racionales es
un conjunto A tal que

i) A=#=0,

(i) A C Ra,

(i) six €A4yy € Ra~ A4 entonces
x <y

(iv) paratodo xen A, existeunyen
A tal que x < y, donde Ra es ¢l
conjunto de los ntimeros racio-
nales.

La demostracién de que los segmentos infe-
riores de los racionales tienen todas las pro-
piedades esperadas de los niumeros reales se
da con gran detalle en Landau [1930].

El enfoque de Cantor para los nameros
reales es menos algebraico y de caracter mas
analitico. El usa la nocién basica de sucesidn
de racionales, esto es, la nociéon de una fun-
¢ién cuyo dominio es w y cuyo recorrido es
un subconjunto de Ra. Una sucesion x es
una sucesion de Cauchy si, para todo namero
racional positivo ¢, existe un nimero natu-
ral N tal que paratodos m, n > N

2 — Zu| < e
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(Usando la notacién tradicional, escribimos
zx, en lugar de x(n).)*

Siguiendo a Cantor, dos sucesiones de Cau-
chy x y y se dicen equivalentes si para todo
nimero racional positivo e existe un namero
natural N tal que para todon > N

|zn — yal < e

Los niimeros reales se definen entonces co-
mo clases de equivalencia de sucesiones de
Cauchy. )

En este capitulo seguimos a Cantor mas
bien que a Dedekind por la razén de que
cuando se usan las sucesiones de Cauchy los
métodos de demostracién son mucho més
caracleristicos de los métodos generales del
andlisis, en particular, de los que se emplean
en la teoria de series infinitas.

§ 6.2 Fraccionarios. Volviendo ahora a los
desarrollos sistematicos, comenzamos por
construir los fraccionarios no negativos, los
cuales, por brevedad, llamaremos simplemen-
te fraccionarios. Como en el capitulo ante-
rior, usaremos las varidbles ‘m’, v’ p’. ¢’y
#’, con o sin sub-indices, para los ntiimeros
naturales.

Definicién 1. x es un fraccionario < (3
m)(3n)(n = 0& z = (n, n)).

.. m
Intuitivamente, £ = ]
ble esta notacion usual, definimos:

y para tener disponi-

Definicién 2. Si n %= 0, entonces
(m, n).

=13

Hallaremos también conveniente tener a ma-
no el conjunto Fr de los fraccionarios.

Definicién 3. Fr = {x: x es un fracciona-
ria }.
En todos los usos de definicion de la nota-
¢ion de abstraccion en este capitulo sera ob-
vio que el conjunto definido es el intuitiva-
mente apropiado y no el conujnto vacio. Asi

*El nombre sucesidn de Cauchy honra al gran matema-
tico francés A. L. Cauchy [1789-1857].
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que no enunciaremos ni demostraremos teo-
remas como:

x € Fr «» x es un fraccionario.
Ahora definimos la relacion ~;, (el sub-indi-
ce es por “fraccionario™) tal que,sin, = 0y
n, # 0,entonces

m m
L~ —Z2ormmy = man,.
Lt g

Definicion 4.

~, = (M, Ty,

~y { . ":). n#Z=0&n,=0&
mng, = MmNy

Como nuestro primer teorema tenemos en-
tonces,

Teorema 1. =~ es una relacién de equi-
valencia sobre Fr.

Demostraciéon. Para indicar como va la de-
mostracién, demostramos que =2, s reflexi-
va en Fr. Sea m/n un fraccionario; entonces,
mn = mn, de donde; m/n >~y m/n. Q.E.D.
En todas estas demostraciones se usan, sin
referencia explicita, hechos elementales acer-
ca de operaciones y relaciones sobre los nu-
meros naturales.

Teorema 2. Si "—; € Fr y p = O,entonces
m__ mp

— oy 2.

n np
Ahora definimos menor que para fracciona-
rios.

Definicién 5. <, s{@, r—:—’):n,;éﬂ &n,
1 2
#0&mmn,< m,nl}-

Dos teoremas esperados son:

Teorema 3. <, es una ordenacion par-
cial estricta de Fr.

Teorema 4. Si x, y € Fr entonces ocurre
exactamente una de las siguientes situa-
ciones: T2 Y, T <p Y, ¥ <s5T.

Ya que <, ¢s un conjunto, es posible una
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definicion muy simple de mayor que para
fraccionarios: es la conversa de menor que.

Definicién 6. >; = Z/.

Los dos teoremas siguientes afirman, res-
pectivamente, que no hay un fraccionario
mayor que todos y que entre dos fracciona-
rios existe un tercero.

Teorema 5.8/ ¢ € Fr, entonces existe un
y € Fr tal que z <, y.

Teorema 6.5/ z,y € Fr,y x <, y, enton-
ces exisie un z € Fr tal que v <;z <;y.

El dltimo teorema expresa una propiedad
importante que las retaciones pueden o no
tener en un conjunto. Si el campo de R con-
tiene a A y para cualquier x, y en 4, si x Ry,
existe un z en A4 tal que
xRz&z Ry,

entonces se dice que R es densa en A. Asi, el
teorema dice que <; es densa en Fr.

El siguiente teorema dice que la relacion
==, tiene la propiedad de sustitucion espera-
da, con respecto a menor que, para fraccio-
narios.

Teorema 7.8/ zyup € Fr&z <,y &=z
o~ u &Y =y v,entonces u <y u.

Ahora definimos adicion entre fraccionarios.
Definicion 7.

= i, me sy
P4 —{ A na).nl;éo&n,#()&n,#O
& Mt +am, _ ﬂ}

Ry Ty

Para justificar la notacién apropiada tene-
mos:

Teorema 8. S/ z,y<F'r, entonces existe un
tinico z en Fr tal que (z,y,2) € F4,

Definicion 8.8i z,y,z € Fr,entonces x4+
= zH(r,y,z)CF-}-.

Noétese que, ya que la definicién dada atrés
del simbolo *+’ para ordinales era condicio-
nal, no puede surgir confusion alguna de la
omisidn del” sub-indice aqui. Obviamente,
este no es el caso para menor que. Por un
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procedimiento similar habria podido omitirse
el sub-indice de ‘== ",

Tenemos la bateria esperada de teoremas.
El primero establece que la equivalencia de
fraccionarios tiene la propiedad de sustitu-
cién con respecto a la adicion entre fraccio-
narios. Este teorema, como el teorema 7, es
decisivo para desarrollar la teorfa de los na-

meros racionales en la seccidn siguiente.
Teorema 9. Si zyur CFr&z~u&y
~, v, entonces T+ y=yu+o.

Teorema 10. Si n 5= 0,¢entonces %4.2;_’

a, Myt Ty

n
Teorema 11. La adicidn entre fracciona-
rios es conmutativa y asoctativa.

Demostracién. Solamente demostramos la
asociatividad

my  Ma) | omy fmn, + mime | T
Ny Ry ny ey ny

_ {m,n, + nmyn; + (nyn)m;
(nymy)rg

_mngng + nyman, + nnamy
RNy

- mnng + n(myn, + namy)
n,(nany)

my (mma + n.lms)
ny

N,

m ('1 + m_) Q.E.D.

Ny n, Ny

Teorema 12. La adicion entre fracciona-
rios es monotdnica respecto a la relacion
menor que para fraccionarios, esto es, si
x, ¥, z € Fry x <y, entonces

z+z<ry+2

zt+zr<;z+y.

Teorema 13. La adicién entre fracciona-
rios tiene la propiedad de cancelacion con
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respecto a menor que para fraccionarios,
estoes, six, y,z € Fry

T4z <;y+=2
(/)
itz <;z+y,
entonces
z <7y

Cuando decimos que una operacidn simple-
mente tiene la propiedad de cancelacidn, que-
remos decir que ello sucede con respecto a la
relacion de identidad. Asi, una operacion bi-
naria = tiene la propiedad de cancelacion siy
solamente si siempre que x *z =y *z 0
z *z = z » y, entonces x = y. Dejamos como
ejercicio el problema de determinar si la adi-
cién y la multiplicacion entre fraccionarios
tienen la propiedad de cancelacién. (Con
respecto a la identidad.)

Definimos ahora la multiplicacidén entre
fraccionarios.

Definicion 9.

F = {(ﬂﬂz'%}: n, = 0&n, #0&n,

Ny Ny
0= &M Ml
R, 4z

Teorema 14. Si x, y & Fr,entonces existe
un tinico z en Fr tal que (z,y,2) € F-.

Definicion 10. Si z,y,2 € Fr, enfonces zy
=ze{z, y, )€ F.

Teorema 15. Si zyuv € Fr fe >~ u &
Y v, enlonces TY Sy uv.

Teorema 16. La multiplicacion entre frac-
cionarios es conmutativa y asaciativa;
ademds, es distributiva (tanto a izquierda
como a derecha} con respecto a la adicidn
entre fracciondrios.

Teorema 17. La multiplicacién entre frac-
cionarios tiene la propiedad de cancela-
cidn, con respecto a menor que pare frac-
cionarios.

Fl siguiente teorema expresa esencialmente
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que la divisién entre fraccionarios, excepto
por cero, es siempre posible.

Teorema 18, Six, y € Fryy >,%, en-
tonces existe un z en F1 tal gue x =~ yz.

Demostracion, Sea

de donde

yz = Mg Mafty
Mo/ \MM,

= MMy
MmN,

m\man,
Ry J \Mfy

ny
Q.E.D.

Algunas propiedades obvias ulteriores de los
fraccionarios se han formulado como ejerci-
cios.

o~ or,

EJERCICIOS

Completar la demostraci6én del teorema 1,
Demostrar los teoremas 2, 3 y 4.
. Demostrar los teoremas 5,6 y 7.
. Demostrar el teorema 8.
. Definir <7 de la manera obvia.
(a) (Es esta relacion antisimétrica?
(b) Demostrar que, si x,p,uvy CFr & x Spp & x
e u & Y2y, ENLONCES u =gy,
(c) Demostrar que, si x.p,z CFr& x =y & p <z
entonces z <z y.
6. Dar una definicion condicional directa de adicion
entre fraccionarios sin wsar como patrén la definicion 7.
7 Demostrar tos tcoremas 9 y 10.

L S R
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8. Demostrar los teoremas 11 y 12.

9. Demostrar los teoremas 13 y 14,

10. Demostrar los teoremas 15y 16.

11. Demostrar €l teorema 17.

12. (Tienen la adicion y la multiplicacion entre fraccio-
narios la propiedad de cancelacion {con respecto ala
identidad)?

0 1
13. Definir 0y = TY ;= T Demostrar que, si x,y,z,

uy € Fr, entonces:
a) z+0, =2z,
(&) =0, = 0y,
() zly=u=,
(d) si zz<yyzy 2250, entonces 3 <yy.
(€) siy<yzyz>;0 entonces zy <y z2.
14. Dar un contra-ejemplo para mostrar que el teorema
18 es falso si ~= se reemplaza por la identidad.

§ 6.3 NOmeros racionales no negativos. Des-
arrollamos ahora la teoria de los niimeros ra-
cionales no negativos como clases de equiva-
lencia de fraccionarios.

Definicién 11. 87 x € Fr,entonces
2, = {y: ye Fr& y o~ z}.

Asi, [x], es el conjunto de todos los fraccio-
narios equivalentes al fraccionario x. Usa-
mos el sub-indice °,’ para indicar “racional
no negativo”. (Es importante darse cuenta
que los varios sub-indices introducidos en es-
te capitulo, como /"y *,’ , no son variables.)
Definicién 12. Nr = {4: (I)x cFr &
4 = [z].}.
Tenemos, como resultado obvio,
Teorema 19. E! conjunto Nr de los racio-
nales no negativos es una particion del
conjunto Fr de los fraccionarios.
Usamos las letras mayusculas ‘M’, ‘N’, *P”,
*Q’, con o sin sub-indices, para niimeros ra-
cionales no negativos.
Definicion 13. <, = {{M, N): M,N € Nr
& (AP e M&yc N &z <,9)}.
Ahora usamos el teorema 7 para demos-
trar:

Teorema 20. <, es una ordenacidn sim-
ple estricta de Nr.
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Demostracion, Necesitamos demostrar que
<, es asimétrica, transitiva y conexa en Nr.

[Asimetria). Supongamos que M, N € Nr
y M <, N. Entonces existe un fraccionario
xen M yunyen N tales que

(N T <
Supongamos ahora que existe un fracciona-
riouen M yunven N tales que

(2) v <su.

A partir del teorema 19 y de hechos familia-
res del capitulo 3, que tienen que ver con las
particiones, sabemos que

M = [z], = [u],
N=[ [,

de donde T4 u y y~u, asi que, en vir-
tud del teorema 7 y (1),

u <0,
lo que es absurdo, ya que <, es asimétrica
(teorema 3). Entonces no existen fracciones

en M y N que satisfacen (2) y concluimos que
no es ¢t caso de que N <, M.

[Transitividad]. Supongamos: M,N.P €
Nr& M <,N & N <, P. Entonces existe un
fraccionario x en M, y, en N, y, en N, z en
P, tales que

z <y &y <2,
pero
V1= ¥y
de donde, por el teorema 7,

2 <Yy

asi que, en virtud de la transitividad de <,
(teorema 3),

z <y2
a partir de lo cual concluimos:
M<,P.

[Conectividad]. Supongamos que M, NENr
y que M == N. Puesto que tanto M como N
son diferentes del conjunto vacio, sea x un
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elemento arbitrario de M y y de N. En virtud
del teorema 4 tenemos:

:c."'_,y,a:{;y,oyv(,x,

pero si x o~ y,entonces M = [x], = [¥],=
N, contratio a nuestra suposicion, por tanto,
£<, ¥ o0 y<, z,loqueestablece que M,
NoN<, M Q.E.D.

Esta demostracion ilustra la clase tipica de
argumento que s¢ usa para ir de un nivel de
abstraccion a otro més alto. Todo depende
de dos consideraciones: <, tiene la mayor
parte de las propiedades que se esperan de
<, y ==, tiene propiedades de sustitucion
como la identidad.

Ahora definimos la adicién de nimeros
racionales no negativos. Para demostrar que
todo es como debe ser, hacemos uso decisivo
del teorema 9.

Definicion 14, N+={([z],, [y}, [z].}:z,y.2
€Fr&z+y=2z}.
Teorema 21. Si M, N € Nr entonces

existe un dnico P en N1 tal que (M,N,P)
e N+.

Demostracion. En virtud de la definicién
de Nr existe un x en Fr yun y en Fr tales
que

M = [},
N = [yl
Ya que £+ y € Fr, sea
P=z+yh

Entonces, (M, N,Pyc N4-.

Para establecer la unicidad de P, suponga-
mos {M,N,P))€ N+. Entonces, por la de-
finicion 14, deben existir elementos u, v, w
tales que

M = [u],

N =l

P, = [w],
utv=w
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Pero entonces,

Uz
vy,
de donde, por el teorema 9,
utovyr oy,
esto es,
Wz + Y

de lo cual concluimos:
Pl=[w1P=[$+y]-"=Pl

como se requeria. Q.E.D.

El teorema que se acaba de demostrar jus-
tifica la definicion’ de adicion entre niimeros
racionales no negativos.

Definicién 15. Si M, N, P € Nr, entonces
M+N=Po{MN,PYCN+.

Teorema 22. La adicion enire ntimeros
racionales no negativos es conmutativa y
asociativa, tiene lp propiedad de cancela-
cion y es monotdnica con respecto a la re-
lacién menor que para nitmeros raciona-
les no negativos.

Demostracién. Solamente demostramos la
conmutatividad; las partes restantes de la
demostracién siguen una estrategia semejan-
te.

Existen fraccionarios x y y tales que

M = [z).
N = [yl

de donde
M+N=[+1

=[x + yl.

= [y +z],

= [yl + [z}

=N+ M Q.E.D.

Ahora formulamos, sin demostracién ni
comentario, la definicién analoga y los teo-
remas para multiplicacién entre nimeros ra-
cionales no negativos.
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Definicién 16. N = {{[z],, [v],, [s1.}:z,4,2
e Fr&ay = 2}.

Teorema 23. Si M, N & Nr, entonces
existe un tnico P en Nr tal que {M,N,FP)
EN-.

Definicién 17. Si M, N, P, € Nr,enton-
ces MN =P (M ,N,P)yc N-

Teorema 24. La multiplicacion entre los
miimeros racionales no negativos es con-
mutativa y asociativa y es distributiva con
respecto a la adicidn entre niimeros ra-
cionales no negativos.

Segan los lineamientos del ejercicio 13 de
la seccion precedente, podemos definir el ce-
ro y el uno para los nimeros racionales no
negativos.

Definiciéon 18. 0, = [§],
Definicién 19, 1, = [3],.

Teorema 25. Tenemos:

i 01,
(i) SiM &€ Nr,entonces M + 0, = M
y M.1., = M,

< Pyentonces M N <,M P,
(iv) S8i M, N € Nry 0, <,N,entonces
existe un P en Nr tal que M =
NP
Para introducir la sustraccién ordinaria,
debemos construir el conjunto completo de
los numeros racionales, positivos, negativos y
cero. Este es el objetivo de la seccidn si-
guiente.
EJERCICIOS
1. Demostrar el teorema 19.
2. Completar la demostracion del teorema 22.
3. Demostrar que, si M, NC Nr y M, <N, entonces
existe un dnico P en Nr tal que
M4 P=AN
. Demostrar el teorema 23.
. Demostrar el teorema 24,
Demostrar el teorema 25,
7. Demostrar que, si M, N& Nry 0, <, M, entonces
existe un entero n tal que

N<,[’—1‘],~M.

[= RV N
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(Este resultado establece que los niimeros racionales no
negativos tienen la que se conoce como propiedad arqui-
mediana. )

§ 6.4 Nameros racionales. Antes de que po-
damos definir el conjunto completo de los
nimeros racionales, necesitamos entidades
que estén, con respecto a los nimeros racio-
nales, en la situacion en que los fracciona-
rios estan respecto de los numeros racionales
no negativos. Una pareja ordenada (M, N)
de niimeros racionales no negativos se inter-
preta intvitivamente como M — N. Los des-
arrollos formales son muy similares a los que
han precedido, asi que el tratamiehto serd
mas bien resumido. Con la sustraccion en
mente, designamos el conjunto de parejas de
numeros racionales no negativos, con ‘Sb’.

Definicion 20. Sb=((M, N}:M ,N & Nrj.

Definicion 21. =, ={{{M ,,N ), (M ,,N ,)}:
M\ ,N,M,N,eNr&M,+-N ,=M,+N,}.

Teorema 26. ~, es una relacion de equi-
valencia sobre Sb. :

Definicion 22, <, ={{(M,N),{M,N)):M,,
N, M.N,c Nr&M,+N, <,M,+N,}.

Omitimos los teoremas obvios sobre <,.

Definicién 23.

S+ ={{{M,,N,), (M,,Np, (M,Ngh

M, N M,NM,N, € Nr& (M, +
MZ)Nl +N2) = (Ma:Nz)}-

Teorema 27. Si M, N € Sb, entonces

existe un imico P en Sb tul que (M, N, P)
< S+. :

Definicion 24. Si M. N, P € Sb,entonces
M+N=P«-{M,N,Pye S+.

Definicién 25.
8. = I«Ml)N1>: (MﬁlN 2); (MSVNH»: Mli
N MyNy Mo N,&Nr & (M M, 4+ NNy,
MN,+NMy) = (M,Np}.
La idea simple e intuitiva de esta definicion
mas bien compleja es la de que

(Mx—Nl)(Mz'_N:) = M;—N;*—*M,M,
-MN,-NM,+NN, =M,-N,
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Teorema 28. Si M N € Sb,entonces exis-
te un inico P en Sb ral que (M ,N,P)c S-.

Definicién 26. Si M ,N,P € Sb, entonces

MN=P<(M,N,PycS.

Teorema 29. Si M, M, N N,c8b&

M,~,M,&N,>_N, entonces:

(1) Si M, <, N entonces M, <,N,,

Gi) M, + N, =, M, + N,

(iii) M N, =, M,N,.
En resumen, este teorema establece que la
relacidén de equivalencia definida para Sb
tiene las propiedades de sustitucion apropia-
das. En lugar de formular propiedades de
las operaciones sobre parejas ordenadas de
nimeros racionales no negativos, continua-
mos definiendo clases de equivalencia de
estas parejas y asi obtenemos los nimeros
racionales. Siguiendo a Whitehead y Russell,
usamos el sub-indice ¢,/ para operaciones y
relaciones entre numeros racionales, reser-
vando !/ para los nimeros reales. También
para los propositos del trabajo ulterior usa-:
mos informalmente las variables generales
&,y 4, Y, v, con o sin sub-indices, para
niimeros racionales. La teferencia explicita al
conjunto Ra de los racionales evitara cual-
quier ambigiiedad.

Definicion 27. Si M < Sb, entonces (M),
={N: NcSb & N~, M}.

Definicién 28. Ra = {z: (3M)(M € Sb
&z = [M].}}

Antes de formular un teorema amplio sobre
los nimeros racionales necesitamos definir
menor que, adicion 'y multiplicacion.

Definicién 29. <, = {{(M],, INL): M N€
Sb& M <, N}.

Definicién 30. B+ = {{(M],, [N]., [PL):
MNPcSh&M+ N = Pl.

Teorema 30. Si x y y son mimeros racio-
nales (p. €., x,y € Ra), entonces existe un
unico racional z tal que {x, y, z) € R+.
Definicién 31. Si x, y y z son numeros ra-

cionales, entonces
r+y=zo(ry )R+
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Definicion 32. E- = {{{M],, [N],, [P].): M,
NPcSbh& MN = P}.
Teorema 31. Si x y y son mimeros racio-
nales, entonces existe un rinico numero ra-
cional z tal que (x, y,z) € R
Definicion 33. Si x, y y z son mimeros ra-
cionales entonces

ry =zo(2,y,2) € R

Definimos también el cero y el uno.

Definicién 34.

0, = [{0,, 0:)]!
1, = [(lvy 01«)]'

Teorema 32. La relacién menor que y las
operaciones de adicién y multiplicacién
para nimeros racionales junto con 0, y
1, tienen las quince propiedades siguien-
tes para todos los niimeros racionales x,
y.yz

1) z+y=y+z

(2) 2y = ya,

@ G+t tz=z+(+2),

(4) (zy)z = x(ya),

(8) =y +2) = 2y + zz,

8) 24+0=rg,

(M) z-1=ng¢,

(8) Existe un mimero racional y tal que
X-4y=0,

(9) Siy =0, entonces existe un nime-
ro racional z tal que x = yz,

(10) §i 2 <, yrentonces no y <, z,

) Siz<,yyy <, zentoncesz <, 2,

(12) Six 5y entonces z<,yoy <, x,

(13) 8iy <, zentonces z +y<, x + z,

(14) 8/ 0 <, xyy <, z, entonces zy<,
x2,

(15) 0.=1,.

La demostracién de las quince partes del teo-
rema se dejan como egjercicio. A partir de
este punto supofiemos todos los resultados

cap. 8

aritméticos familiares, acerca de los nGmeros
racionales, sin desarrollo explicito adicional.*
Suponiendo definido el negativo de un nt-
mero racional y =., es deseable también,
por su importancia para la siguiente seccion,
definir el valor absoluto de un nimero racio-
nal y resumir las propiedades de esta ope-
racion.
Definicién 35, Si x es un nimere racional,
entonces

7l =y (22,0 5y =2) & (z <, 0
-y = —1‘)‘

En la notacién matemaética usual escribiria-

mos:
zsiz >0,
|z = Q.ED.

—zsiz <0.

Teorema 33. Si x y y son numeros racio-
nales, entonces:

i) |zl >0

Gi) lzyl = Jz| - vl

(iii) [|x+ o < |2l + Iyl
iv) x|l — Iyl < lzr — 9l
™ zly < =yl

Para indicar cuantos niveles de abstraccion
hemos recorrido, definimos los nimeros ra-
cionales correspondientes a los ntimeros na-
turales.

Definicion 36. n, = [(['f] [g]>]

Los hechos expresados en el teorema final
de esta seccién son tanto intrinsecamente in-
teresantes como utiles mas adelante. La de-
mostracién usa el método diagonal de Cau-
chy para reordenar una sucesion doblemente
infinita en una simplemente infinita. (Com-
parese la demostracién de § 5.3 en la que
w X w=w)

Teorema 34. £l conjunte de los numeros
racionales es enumerable y puede ser bien
ordenado sin usar el axioma de escogen-

cia.
" Los desarrollos deductivos de las quince propiedades
del teorema 33 se encuentran en mi Inrroduction to Logic.
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Demostracion. Sera obvio que la ordena-
cién construida establece ambas partes de la
demostracion. Se omiten los detalles. Repre-
sentamos todo nimero racional por un frac-
cionario m/n tal quem y n no tienen factor
comun mayor de 1. Asi el nimero racional
un medio se representa con §,nocon § 6§
El negativo un medio, con —4, cero, con §,
etc. (La traduccion de estas nociones intuiti-
vas en las construcciones con clases de equi-
valencia usadas para obtener los nimeros
racionales es cuestion de rutina.) Ordenamos
los fraccionarios, primero de acuerdo con la
suma de my n. 8i m + n =m + n', m/n
precede a m’/r’, cuando m<m’. Finalmente,
los fraccionarios negativos preceden inmedia-
tamente a sus contrapartes positivos. La or-
denacion es entonces:

o _t1 11 22 11 33 11

1' 1’T, 2721 '1_} 1, 3,3’ lf 1’ 4,47
22

~ g Q.E.D.

Para evitar el uso continuo de sub-indices
en las secciones subsiguientes no distingui-
remos entre n, y 1 y ¢l contexto serd claro
cuando la entidad es apropiada. Puede con-
siderarse una definicién Gtil, que se refiere
tanto a n como a ns. Esta es la definicion del
menor entero igual © mayor que un nimero
racional positivo.

Definicién 37. Si x es un ntimero racional

positive, entonces
gl =neesn& (Vm) < me—n,

Que en la notacion intuitiva usual es: *

-

2] =2
(2] -2

* Este uso adicional de los paréntesis rectangulares no
debe dar lugar a confusién, puesto que no se usa aqui
sub-indice alguno. Es realmente mas comin definir {x]
como el mayor entero =x. La presente notacién es muy
conveniente para nUestros propositos.

[

< m,).
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EJERCICIOS
1. Demostrar el teorema 26,
2. Demostrar los teoremas 27 y 28.
3. Demostrar el teorema 29.
4. Demostrar los tcoremias 30 y 31.
5. Demostrar el teorema 32. (Este gjercicio tiene
quince partes.)
6. Demostrar ¢l teorema 33.
7. Dar una demostracién detallada del teorema 34,

8. Demostrar que, si x y y son ndmeros racionales
positivos, entonces:

0 [+ vl < (214 [yl
i) [2y] < [zl [yl

§ 6.5 Sucesiones de Cauchy de ndmeros ra-
Ahora desarrollamos los hechos
fundamentales acerca de sucesiones de Cau-
chy de nimeros racionales sobre la base de
las cuales construimos los numeros reales en
la seccion siguiente. La notacion de sub-indi-
ce ‘s’ se ha eliminado en esta seccion y en lo
que resta del capitulo.

cionales.

Definicién 38. x es una sucesidn si y sola-

mente si X es una funcion sobre el con-

Jjunto w de los nimeros naturales.
Introducimos la notacidn usual de sub-indi-
ces para los elementos d& una sucesion.

Definicion 39. 1Si x es una sucesidn,
z, = z(n).

En la terminologia usual, z. es el n-simo ele-
mento o términe de la sucesion x.

Violando ligeramente nuestras reglas usua-
les de definicion, introducimos también una
notacioén que se acostumbra para sucesiones.

Definicion 40. Si x es una sucesion,
(T1Tay oo v sy ) =X

Las sucesiones en las cuales estamos particu-
larmente interesados son:

Definiciéon 41. x es una sucesion de ni-
meros racionales si y solamente si x es
una sucesion y el recorride de x es un
subconfunto del conjunto de los nimeros
racionales.

1 Esta definicién esencialmente duplica la definicién
15 de §5.2.
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Las operaciones sobre sucesiones de ni-
meros racionales se definen de la manera
esperada. La linea de razonamiento que jus-
tifica las definiciones es también obvia para
requerir teoremas separados.

Definicién 42. Si x y y son sucesiones de
ntimeros racionales entonces,

T+ y=z6e (Vn)(za + Ya = Za).

Definicién 43. Si x y y son sucesiones de
numereos racionales, entonces

zy =z (Wn)(Toyn = 2,).

Claramente, si x y y son sucesiones de ntime-
ros racionales, entonces también lo son x 4 ¥
y Xp.

Las demostraciones de las propiedades es-
peradas de estas operaciones de adicién y
multiplicacién se siguen ficilmente a partir
de las propiedades de las operaciones corres-
pondientes para los nimeros racionales.

Teorema 35. La adicidn enire sucesiones
de nibmeros racionales es conmutativa y
asociativa y tiene la propiedad de cance-
lacidn.

Demostracion. Solamente demostramos la
cancelacion a derecha. Sean x,y y z suce-
siones de nimeros racionales,

ztz=y+z2o (V) &+ 20 = yn + 2.)

> (V) (s = ya)

oz =y Q.E.D.
Teorema 36. La multiplicacion entre su-
cesiones de niimeros racionales es conmu-
tariva, asociativa y distributiva con respec-
to a la adicion.

Las sucesiones de ntimeros racionales esen-
ciales para la construccién de los nlimeros
reales son las sucesiones de Cauchy que se
van a definir ahora.

Definicion 44. x es una sucesion de Cau-
chy de nimeros racionales si y solamente
ST x es una Sucesién de numeros raciona-
les y para todo nimero racional ¢ > 0
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existe un entero positivo N tal gue para
todos los mp > N

[0 — z] < e*

Como se puntualizé en la introduccion de
este capitulo, las sucesiones de Cauchy se lla-
man también sucesiones convergentes, suce-
siones regulares y sucesiones fundamentales.

No estan de mds algunos ejemplos de su-
cesiones de Cauchy en vista de la importancia
fundamental de la nocidn. Sea x la sucesién
de nimeros racionales tal que x, = 0y para
n 21

Iy = 1—_‘
Para demostrar que x es una sucesién de
Cauchy necesitamos hallar, para cada ntime-
ro racional positivo ¢, un entero N tal que
param, n > N
Jtn — Zml < e

Aqui es facil hallar el N apropiado. Sea

Entonces las desigualdades siguientes para
m,n > [3] establecen que x es una sucesion
de Cauchy:

LTS
n m n
i
<[3]
[
1
1
€
< e

Como un segundo gjemplo, sea x la suce-
sion tal que paran > 0
nf—1

"

Tn

* Usamos ‘e’ en deferencia a la notacién tradicional,
aun cuando vigla nuestra convencion anterior, scghn la
cual, las letras griegas mintisculas son variables que toman
como valores a nimeros ordinales. Por una razén seme-
Jjante usamos frecuentemente “entero positive™ o simple-
tnente “entero™ en lugar de “nlmero natural™.
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Aqui la escogencia natural de N es [Vl-]

€
pero /e no es en general un nimero racio-
nal. Dejamos como ¢jercicio una escogencia
apropiada de numero racional.

Ahora queremos demostrar el hecho im-
portante de que la suma y el producto de dos
sucesiones de Cauchy es también una suce-
sién de Cauchy. La demostracion concer-
niente al producto de dos de tales sucesiones
hace uso det siguiente hecho.

Teorema 37. S5i x es una sucesién de Cait-
chy de nimeros racionales, entonces exis-
te un nimero racional positivo 8 tal que,
para todo n,

Izl < 8.

Demostracion. En virtud del hecho de que
x es una sucesion de Cauchy existe un entero
N tal que para todos los m, n > N

) |Tn = zu] < L
Sea
(2) & = max (jzd, |z}, . . . Jonls lowed)) + 1.
Obviamente, paran = N + |,
|zal < 8.

Supongamos entonces que n > N 4 1. En
virtud de (1),

fal < lzwsal + 1,
pero en vista de (2)
lzwgl + 1< 8

Q.E.D.

Teorema 38. Si x y y son sucesiones de
Cauchy de ntimeros racionales, entonces
X 4 y, xy son también sucesionesde
Cauchy de nimeros racionales.

Demostracién. [Suma). Sea e > 0. Por
hipétesis existen nameros M y N tales, que si
m,n > M, entonces

lx.. - I,,,| < 51
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y si man > N,
€
‘yn— yml <3
Sea

P = max (M,N).
Si m,n > P entonces
[{Za + Yn)—=(@m + ym)|=l(@n = Za)+{yn — ym)l
< lzn — 2ol 4+ |20 — 3l

-
<3t3
< e

[Productoj. Sea e > 0. En virtud del teore-
ma precedente existen niameros racionales
positivos 8, y 8, tales que, para todo n,

|za] < 8,
lyal < 85

Sea 8 = max (§,,6,). Ademds, puesto que x y
y son sucesiones de Cauchy, existe un entero
M, tal que para mn > M,

|2, — zal < ¢/(28),
y existe un entero M, tal que para m,n>M,
[y ~ yul < €/(28).
Sea M = max (M,, M,). Entonces, para m,n
> M,
|-'5nyn - zmqu = lIuyn — ZTnlm + Talim = zmyml
< 1zal [9n — Ynlt |yl [22 —

<e(z)+G)

<e Q.E.D.

En nuestro desarrollo los niimeros reales
son ciertas clases de equivalencia de sucesio-
nes de-Cauchy de nimeros reales; ahora de-
finimos la relacién de equivalencia apropiada.

Definicién 45. Si x y y son sucesiones de
Cauchy de niimeros racionales, entonces
x = y, si y solamente si, para todo ni-
mero racional positivo g, existe un ente-
ro N tal que, para tedo n > N

|£a — yal < e
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Nétese que dos sucesiones de Cauchy pue-
den ser equivalentes aun si difieren en todos
los términos. Por ¢jemplo, si para # > 0

_m—1
In = ﬂz 3
nt+ 1
yn= nﬂ "

Entonces, para todo #>0, 2.y, Pero & 2, y.

Ya que no hemos definido la relacion =.
como una entidad de la teoria de conjuntos,
debe estudiarse el teorema apropiado que se
refiere a sus propiedades como relacion de
equivalencia. La demostracion se deja como
gjercicio.

Teorema 39. Si x,y y z son sucesiones de
Cauchy de niumeros racionales, entonces;
(i) z==z,
(i) i 2> Y. entonces y =~ z,
(iii) i roe,yyyo~, 2 entonces ==, I
La relacién menor que para sucesiones de
Cauchy es analoga a la equivalencia.

Definicién 46. Si x y y son sucesiones de
Cauchy de nimeros racionales, enionces:
x <,y si y solamente si existe un ni-
mero racional § > 0y un entero N tal
que parah > N

Yo > Zn |} b

Son validas las propiedades esperadas.

Teorema 40. Si x y y son sucesiones de
Cauchy de nitmeros racionales, entonces
es vdlida exactamente una de las siguien-
tes situaciones:

T Y, T <o Y, Y <.

Demostracién. Es obvio, a partir de las de-
finictones dadas, que a lo mas una de las
relaciones puede ser valida. Asi que necesi-
tamos demostrar que por lo menos una es
valida.

Supongamos que x no es equivalente a y.
Se sigue inmediatamente de la definicion 45
que existe un numero racional positivo 2e tal

CcAP. 6

que, para todo entero N, existe un n > N tal
que

(§))] 1T —yal > 26
Pero ya que x y y son sucesiones de Cauchy,

existe un entero M, tal que, si m, n > M,,
entonces

3
<§.

Ln — T

y existe un entero M, tal que, si m,n > M,,
entonces

€
<3

Usando el resultado que lleva a (1), existe un
entero p tal que

p > max (M,, M)

lyn “= Ym

b
(2)
|zp — yol > 2e

Tenemos ahora dos posibilidades: z, > y,
O Yp> Tp.

Supongamos que Z, > Y, Entonces, en
virtud de (2) .,

(3) Z,> yp+ 2e
Ademas, para todo n > p
€

) 2y tal < 5
€

(5 Yy — y..l < 3

de donde, a partir de (3) y (4),
(6) 20> 2y~ 5> Yp+ 2= 5 = gy + o
Pero se sigue a partir de (5) que

7 %> -

e inferimos a partir de (6) y (7) que, para
todo n > p,

3
1ﬁ>yn—§€+-2€=yn+e-
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Asi que sobre nuestra suposicion, y <. x.
Siy, > z,. inferimos con el mismo tipo de
razonamiento que x <. ). QE.D.
La demostracion de que menor gue es asi-
métrica y transitiva para sucesiones de Cau-
chy se deja como ejercicio.
Teorema 41. Si x, y y z son sucesiones
de Cauchy de numeros racionales, enton-
ces;
(i) Six<., y entoncesnoy <.x,
(i) Six<,yyy<.z entonces x <, z.
El teorema final de esta seccion establece
que la relacién de equivalencia definida para
sucesiones de Cauchy tiene las propiedades
de sustitucién adecuadas.
Teorema 42. Si x, y, u, v son sucesiones
de Cauchy de ntimeros racionales y x==.
uyy=,v, entonces:
(i) Six <,y entoncesu <.,
(i) z+y=~u-+yv
(i) xy =, wue.

Demostracién. Demostramos solamente
(iii). Sea ¢ > 0. Por el teorema 37 existen
nimeros racionales positivos §,, &, §,, 8, ta-
les que para todo n

|zal < &,
lya < 8
lual < 84
foa] < B,
Sea § = max (8,, 8,, 8., 8,). Por la hipbtesis
de equivalencia existe un entero N tal que
paran > N,
l2n — ual] < ¢/25,
y existe un entero N, tal que para n > N,
[y — va} < ¢/25.

Sea N = max (N,, N;). Entonces para todo
n > N, tenemos:

lx‘y" - unvnl = |muyn — UnYn + Unln — ununl
L |Yal |20 — ual + 12al [t = val
< 8(c/25) + 5(/28)

<e Q.E.D.
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Noétese cuan similar es esta demostracién a
la demostracion de que e! producto de dos
sucesiones de Cauchy es una sucesién de
Cauchy.

EJERCICIOS

1. Demostrar que ¢l conjunte de todas las sucesiones
de niimeros racionales existe,
2. Sea x la sucesién tal que

Zy=0
nt—1
=

Zn = para n > 0.
Demostrar que x ¢s una sucesion de Cauchy.
3. Sea x la sucesion tal que
2"
:” TR —
nl
Demostrar que x ¢s una sucesiéon de Cauchy.
4. Completar 1a demostracion del teorema 35.
. Demostrar el teorema 36.
. Demostrar €l teorema 39,
. Demostrar ¢l teorema 41,
. Completar la demostracién del teorema 42.

9. Primero definimos: x es una sucesion mondtona cre-
ciente de enteros si y solamente si (i) x es una sucesion,
(ti) el recorrido de x es un subconjunto de w, (iii) si m < n,
entonces X, < x,. Enseguida definimos: x €s una sub-su-
cesién de y si y solamente si y'es una sucesion y existe
una sucesién mondtona creciente de enteros z tal que
z=yoz. (Esto proporciona una definicién precisa de la
idea intuitivamente familiar de sub-sucesién. El simbolo
O designa composicién entre funciones.)

{a) Dar un ejemplo de una sucesién de niimeros ra-
cionales que no sea una sucesion de Cauchy, pero que
tenga una sub-sucesién que lo sea,

(b) Dar un ejemplo de una sucesion de niimeros ra-
cionales que no tenga sub-sucesion alguna que sea una
sucesion de Cauchy.

(¢) Demostrar que toda sub-sucesién de una suce-
sién de Cauchy de nimeros racionales es también una
sucesion de Cauchy de niimeros racionales.

(d) Demostrar que, si y es una sucesién de Cauchy
de nimeros racionales y x es una sub-sucesién de y, en-
tonces x = y.

00 ~1 O Ln

§ 6.6 NOmeros Reales. Comenzamos por
definir clases de equivalencia de sucesiones
de Cauchy de numeros racionales.

Definicion 47. Si x es una sucesion de
Cauchy de mimeros racionales, entonces
[x], = { yry es una sucesion de Cauchy
de numeros racionales & y =. x}.



114 NUMEROS RACIONALES Y NUMEROS REALES

Y definimos entonces el conjunto Re de los
numeros reales.
Definicién 48. Re = {y: (I2) (x es una
sucesicn de Cauchy de nimeros raciona-
les & y = [x]+ ).
Tenemos el teorema obvio:
Teorema 43. Ef conjunto de los mimeros
reales es una particién del conjunto de su-
cesiones de Cauchy de nitmeros raciona-
les.
Definimos enseguida menor que, adicion y
multiplicacion.
Definicion 49. <, = {{{z],, [y].):z, ¥ son

sucesiones de Cauchy de nimeros racio-
nales &z <.yj.

Definicion 50. B+ = {{{z],, [4], [2)): z,
¥,z son sucesiones de Cauchy de numeros
racionales & z + y = z}.

Teorema 44. Si x y y son numeros reales,
entonces existe un unico numero real z tal
que (x, y, z) € R+.

Definicién 51. S/ «, y, z € Re, entonces
x+y=ze{xy ) CR+.
Definicién 52. B- = {{(z], [¥l., [2}): z,u,2
son sucesiones de Cauchy de ntimeros ra-
cionales & ry = z}.

Teorema 45. Si x y y son niimeros reales,
entonces existe un unico niimero real z tal
que {x, y,z) € R.

Definicién 53. S/ x,y,z, € Re, entonces
xy=ze (xy2)CR

También definimos los nlimeros reales ce-

ro y uno.
Definicién 54. 0. = [(0., 04, ..., 04, . . D)
Definicién 55. 1, = {1, 1.,..., L, .. 0

Nuestro teorema amplio sobre propiedades
elementales de los nlimeros reales es como el
teorema 32 para los nimeros racionales. Ya
que todas las partes de la’ demostracion se
parecen mucho a las demostraciones de los
teoremas precedentes, no se demuestra nada
aqui.
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Teorema 46. La relacion menor que y las
operaciones de adicion y multiplicacion
para numeros reales junto con 0, y 1,
tienen todas las quince propiedades enun-
ciadas en el teorema 32.

Para completar la construccion de los
numeros reales necesitamos solamente de-
mostrar que ellos satisfacen una propiedad
ulterior: todo conjunto no vacio de niimeros
reales que tiene una cota superior tiene una
minima cota superior.” Sin embargo, la de-
mostracion de que esta propiedad se satisface
requiere algunos otros resultados que son
importantes y de interés intrinseco. Comen-
zamos con la nocion de namero real corres-
pondiente @ un nimero racional.

Definicién 56. Si x es un niimero real y s
es un nimero racional, entonces x corres-
ponde a s, si y solamente si la sucesion
(s5,8...,8...)es un elemenio de x.

Tenemos, como consecuencia inmediata del
hecho que el conjunto de los niimeros reales
es una particién del conjunto de sucesiones
de Cauchy de nfimeros racionales, el resulta-
do:

Teorema 47. Dado cualquier numero ra-
cional existe un tinico niumero real co-
rrespondiente a él.

- Combinando este teorema con el teorema
34 obtenemos:

Teorema 48. El conjunto de mimeros rea-
les correspondientes a nimeros racionales
es enumerable y puede ser bien ordenado
sin usar el axioma de escogencia.

En el teorema siguiente se formula una
propiedad 1til de los numeros reales corres-
pondientes a nimeros racionales: brevemen-
te, los nimeros réales racionales, como pue-

* Es bien conocido que esta propiedad y las quince del
teorema 32 caracterizan adecuadamente a los nameros
reales; en casi cualquier libro de teoria de funciones de
variable real se encuentra una discusion de estos asuntos.
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den llamarse apropiadamente, son densos en
el conjunto de todos los nimeros reales.*

Teorema 49. Si x y y son dos niimeros
reales distintos cualesquiera, entonces
existe un miimero real z correspondiente
a algin nimero racional, tal que z estd
entre X y y, esto es, si x <y, entonces
x <Lz &z <y siy < xenioncesy <
z&z < x

Demoestracién. Para precisar, sea x < ). Sea
a € xy b € y, de donde a y b son sucesiones
de Cauchy de numeros racionales con

4)) a < b
A partir de (1), la definicién 46 y la defini-
cién 42, inferimos que existe un nimero ra-
cional positivo 8 y un entero N tal que para
todos los m,n > N

@ by —a, > 8

3 la. — an| < 3/4

“ [bn — bal < 8/4.
Sea s un nlmero racional tal que

5) 3/4 < s < 8/2,

y considérese el nimero racional ayy. + s
Afirmo que el nimero real z correspondiente

a awy, + 8 estaentre x y y. (Aqui z = a4
+ 8, dy + L 25 + L v)]f‘)
Primero, inferimos, a partir de (3), que
Bn — Qyyy < §/4,

de donde, multiplicando por —1 y sumande
s a ambos lados, obtenemos:

(@nsr +8) —an > s — §/4,
de lo cual concluimos, por la definicién 46,
que
@ysi+ 80+ 58 ...,05.+5...)>a
y por esto, a partir de la definicidn 49,

z> I

* En lo que resta de este capitulo omitimos el sub-indi-
ce ‘+' en <+’ y en cualquier otra parte.
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En forma similar, a partir de (2) y (4) inferi-
mos

b — (anyy + 8) = (g — anyy) +
(b — byyy) — 8> 5 — 8/4 — .

En virtud de (5) sabemos que 3 — 5/4 — s es
positivo y concluimos que y >,z Q.ED.

Definimos las sucesiones de Cauchy de
nimeros reales del mismo modo qué defini-
mos tales sucesiones de niimeros racionales.

Definicion 57. x es una stcesion de ni-
meros reales si y solamente si X es una
sucesion y el recorrido de x es un subcon-
Jjunto del conjunto de los mimeros reales.

Definicién 58. x es una sucesion de Cau -
chy de nimeros reales si y solamente si
X s una sucesion de numeros reales y, pa-
ra todo numero real ¢ > 0, existe un en-
tero positivo N tal que, para rodos los m,n
>N,

|ta = zul < e

La demostracion del primer teorema acerca
de sucesiones de Cauchy de niimeros reales
no es dificil y la dejamos como ejercicio.

Teorema 50. 5S¢ a es una sucesion de Cau-
chy de mimeros racionales y si x es la su-
cesion de niimeros reales tal que, para to-
do n, zaes el mimero real correspondiente
a a,, entonces x es una sucesion de Cauchy
de mimeros reales. Reciprocamente, si x
es una sucesion de Cauchy, entonces lo
es a.

Ahora definimos la importante nocién de
limite. Sin duda esta nocién constituye e/
concepto fundamental del calculo diferencial
e integral y del analisis en general. Lo que
queremos mostrar es que una sucesion de
niimeros reales tiene un limite si y solamen-
te si es una sucesion de Cauchy. Este resul-
tado se llama a veces el Principio General de
Convergencia. En terminologia mas reciente
deberia llamarse el teorema sobre la com-
pletez del sistema de los nimeros reales. In-
dependienté de la terminologia, el hecho im-
portante es el de que este resultado, como la
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propiedad de la minima cota superior, ex-
presa la diferencia esencial entre los niimeros
reales y los niimeros racionales. Es facil
construir ejemplos de sucesiones de Cauchy

e niimeros racionales que no tienen limite.
Por ejemplo, sea x, = 0 y paran = 1

In = (1 + ;&)"

Es facil ver que x es una sucesion de Cauchy
de nimeros racionales, aunque no tenga li-
mite entre los numeros racionales. (Su limite
es, en efecto, la base e para los logaritmos
naturales: e = 2,71828_ .. )

Definicion 59. Si x es tina sucesion de nii-
meros reales, entonces y es un limite de x
si y solamente si y es un ntimero real y,
para todo numero real & 2> 0, existe un
entero positive N tal que, para todo n>>N,

|lza = 9| < &

La demostracién del teorema siguiente es in-
mediata.

’
Teorema 51. Una sucesion de niumeros
reales tiene a lo mds un limite.

Este teorema justifica la definicién de la no-

tacion usual para el limite de una sucesién.

Definicion 60. Si x es una sucesion de
nimeros reales y si y es el limite de x, en-
tonces .

lim z, =y

e
Teorema 52, Una sucesidn de niimeros
reales tiene un limite si y solamente si es
una sucesion de Cauchy.

Demostracién. [Necesidad]. Sea x una su-
cesiéon de numeros reales cuyo limite es y.
Sea ¢ cualquier nimero real positivo. Enton-
ces, por la definicion 59, existe un entero N
tal que para mn > N

|y = Inl < ‘/2
ly — zal < /2,
de donde
[0 = Zal < fy = zal + 1y — 2ol < e/2
+ ¢/2 = ¢
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y concluimos, a partir de la definicion 58,
que x s una sucesion de Cauchy de nime-
ros reales.

{Suficiencial. Sea x una sucesién de Cau-
chy de nimeros reales. Sea W la buena orde-
nacién de los nimeros reales racionales, co-
rrespondiente a la descrita para los nimeros
ractonales en la demostracion del teorema 34.

Sea ya el W-primer ntimero real racional en-

1
t1e T, y %n + o esto es,
Tn < < T +l
] yn n n’
de donde, para todo nimero real positivo e,
existe un entero N tal que, para todo n > N,
(1) ., — y,,l < -[17 < €/3.

Ademas, y es una sucesion de Cauchy de nu-
meros reales, para

1o — Yml < Iy — 2ol 4 |72 = 2ol + 180 — timl,
y N puede escogerse de tal manera que, para
mn > N,
[ga — o] < &/3
Zm — ym| < €/3
|zn — Em| < €/3,
por consiguiente,
|'yn - yml < e
Ahora, sea @¢. el nimero racional al cual
corresponde ¥». Por el teorema 50, a es una
sucesion de Cauchy de nimeros racionales,
asi que [a], es un numero real. A partir de
la definicion 45 se sigue facilmente que, para
todo numero real positivo e, existe un entero
N tal que, para n > N,
2 |y — lal] < e/2,
de donde, combinando (1) y (2). N puede es-
cogerse de modo que,para n > N,
[za — [ak! < J2a — yal + lyn — o] < &/2
+ ¢/3 < ¢,
lo que establece que [a], es ¢l limite de x.
QED.



SECC. 6.6

Debe notarse que la introduccién de la
buena ordenacién W de los nimeros racio-
nales en la segunda mitad de la demostra-
cién anterior no es ortodoxa. Las demostra-
ciones usuales que se encuentran en la mayor
parte de los textos sobre funciones de varia-
bles reales dicen: Seleccidnese un y, tal que

: 1
:c,.<y..<:v-.+;:

pero se requiere un numero infinito de ta-
les selecciones, asi que las demostraciones
usuvales dependen del axioma de escogencia.
Muchas demostraciones del anélisis que de-
penden del axioma de escogencia pueden mo-
dificarse de la manera que se modifico esta
demostracion, para evitar tal dependencia.

El hecho de que toda sucesion de Cauchy
de nimeros reales tiene un limite muestra
que no podemos extender el sistema numé-
rico mas all4, definiendo lo que pudiéramos
llamar nimeros super-reales como clases de
equivalencia de sucesiones de Cauchy de ni-
meros reales. Los nameros super-reales tie-
nen exactamente las mismas propiedades de
los nimeros reales. A cada niimero real co-
rresponde un Gnico nimero super-real y re-
ciprocamente. Ademas, esta relacion de uni-
cidad se preserva bajo las operaciones de
adicién y multiplicacién y también bajo las
operaciones de limite.

Ahora procedemos tan directamente como
es posible a formular el teorema de la mini-
ma cota supetrior.

Definicién 61. Si 4 es un conjunto de
numeros reales, entonces Yy es una cota
superior de A si y selamente si y es un
nimero real y, para fodo x en A, x = y.
Definicién 62. 57 A es un conjunto de nu-
meros reales, entonces y es una minima
cota superior de A si y solamente si y es
una cota superior de A y, para todo z que
Sea una cota superior de A, y = z.
Dejamos como gjercicio las demostracio-
nes de los dos teoremas siguientes, asi como
la demostracion de que un conjunto vacio
de ntmeros reales no tiene minima cota su-
perior.
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Teorema 53. Si A es un conjunto de ni-
meros reales, entonces y es una minima
cota superior de A si y solamente si y es
una cota superior de A y, para todo nime-
ro real positivo &, existe un x en A tal que
x>y —&
Teorema 54. Un conjunto de niimeros
reales puede lener a lo mds una minima
cola superior.

Ahora estamos preparados para demostrar:

Teorema 55. Si un conjunto no vacio de
numeros reales tiene una cota superior,
entonces tiene una minima cotd superior.

Demostracién, Sea 4 un conjunto que sa-
tisface las hipotesis del teorema. Claramente
existen dos nimeros reales x, y i, tales que
U, — Xy = 1, t, €5 una cota superior de 4 y
x, no lo es. Ahora definimos inductivamente
Tn Y Un

T, -+ Uy N T, 4+ U, no €s }lna cota
2 2 superior de 4,
z, =
z, 5 % + u, es una cota
: 2 superior de 4 .
Ty + U, Ty + U, €s una cota
z 2 superior de A,
u, =
u g %o +u, Mnoes Pna cota
L %o P superior de 4.
Y en general,
T Uy . Zney + Un-
"_'-; =L si =~L5—= noes una
.= cota superior de A,
. =
L Ty si Toor T Uomy '; Unm1 es una
cota superior de A,
n5!!—1""“«4 = Loy + Un—y .
) 3 CHTLE
o= cota superior de A,
. Tn—y + Un—
| %y s1 -L%-L no es una

cota superior de A.
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Tenemos entonces:

(1) =

un-l—‘tt,.S %.!

a partir de lo cual inferimos facilmente que
la sucesién u es una sucesién de Cauchy de
numeros reales, pues, dado e > 0, existe un N
tal que, para todos los myn > N con n > m,

1 1
F;+"'+§,<e,

de donde,
Ium'— u.| =Iu,.— u...+.]+ u..+.—u..+,l
+ -+ u»_l—u..l
52,.1,—,,.+-'-+§1;<e.

Y por el teorema 52, la sucesioén u tiene un
limite, digamos y *. Queremos demostrar que
y* es la minima cota stperior de A. Primero,
establecemos que y* es una cota superior de
A.Sea x € A. Para todo n, u, = x. Ya que
para todo ¢ existe un n tal que

Un — Y+ < ¢
tenemos
yr 46> Un,
de donde,
) yr+e>z,

pero ya que (2) debe ser valido para todo ¢

*
y* > 2.

Asi que y» es una cota superior de A.
Abora supongamos que Z es una cota supe-
rior de A tal que z <C y+. Entonces sobre la
base de (1) existe un » tal que

Un — Tn < Y*x — 2,
pero

y*_znsua"'rns
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de donde,
Yh — Ty < Yw — 2,
asi que
2 < Ty,

pero entonces z no es una cota superior de
4 ya que =z, no lo es, contrario a nuestra su-
posicion, lo que completa la demostracion de
que y+ es la minima cota superior de A.

Q.E.D.
EJERCICIOS

1. Demostrar los teoremas 44 y 45,

Demostrar el teorema 46. (Este ejercicio tiene

quince partes.)

Demostrar los teoremas 47 y 48,

Demostrar el teorema 50.

Demostrar el teorema 51.

Demosirar los teoremas 53 y 54.

Demostrar que un conjunto vacio de nameros rea-

les no tiene una minima cota superior,

8. Sean x y y sucesiones de nimeros reales que tie-
nen un limite. Demostrar que

TJG\U’!AUJ

(@) lim (za4ya) = lim z. 4+ lim y,
n—@ n—a n—o=

(b)) lim (zuys) = lm z,- lim y,,
B — 0 7o n—o

(c) siparatodon, Yo 0 y lim ya. 5 0,
n — o

entonces

lim =z,
. Tn n—o
lim {—=])=—7——-
n—w \Yn lim yn
5 n—e
9. Sea x una sucesién de Cauchy de nimeros reales
y sea y una sub-sucesion de x. Demostrar que

lim z,.

no

lim y, =
Ao
10. Definir de la manera obvia las nociones de cota in-
ferior y de maxima cota inferior de un ¢onjunto de nime-
ros reales y demostrar. que todo conjunto no vacio de
nitmeros reales que tiene una cota inferior tiene una ma-
xima cota inferior.
11. Una sucesién x de nimeros reales se dice acotada
si existe un nimero real x* tal que, para todo n,

|za| < & *,
(Es acotada toda sucesion de Cauchy de nimeros reales?
Si lo es demostrarlo; si no, dar un contra-gjemplo.
§ 6.7 Conjuntos con la potencia del continve.
La primera cuestién de esta seccidon final
del capitulo es demostrar el famoso teorema
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de Cantor, de1874,segin ¢l cual el conjunto
de los nomeros reales no es enumerable. Un
teorema preliminar util es el de que todo na-
mero real puede representarse de manera
anica con un decimal que no termina. La
formulacion rigurosa de esto ultimo es la si-
guiente, generalizada a cualquier rafz ente-
ra =2.

Teorema 56. Sea r un entero = 2. Todo
nitmero real x es representable de manera
unica con respecto a la raiz r, como una

sucesion {a,ddy, ... 8n, ... ) tal que
(i) a es el mayor entero igual o menor
que x,
(i) para todon, 0 = d, < ry dn esun
entero,

(iii) no es el caso de que exista un N tal
que para todo n > N, dp =1 — 1,

(iv) la sucesidn cuyos términos €. esidn
definidos en forma recurrente por

Cn =d
Cnt1 = Cn + duia/r*tt
es una sucesion de Cauchy que con-
verge a x,
Demostracién. Sea x cualquier numero real.
Sea ar el mayor entero que es igual o menor

que rx. Entonces existe un nimero no nega-
tivo e, < r tal que

£
r=a+ =
T
De manera similar,
€,
El-—d1+?; Eg-'dz‘i‘-‘r"', €y =

donde paratodo n, 0 = da, < ry da e5UN
entero. Asi,

car By by ey
2—a+?+rg+ +r“+r"+‘,
¥ en consecuencia,
- 4 dpy g B) L
0<z (a+r+rz+ +rn)<r,,
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esto es, para todo x, usando la definicién
de (iv)

1
< = -,
0Lz c,,<rn

pero ﬂli_f.n '-1.- = 0, de donde, nli_ff‘m Cn = .

QED.

Nétese que la condicion (iii) del teorema eli-
mina para la raiz 10, por gjemplo, una suce-
sion infinita de nueves. Asi, 5,000. .. no
puede, segiin el teorema, representarse tam-
bién por medio de 4,999. . ., representacion
que debe ser excluida para garantizar la uni-
cidad.

La demostracion del reciproco del teore-
ma 56 se deja como ejercicio.

Teorema 57. Sea {a,d,d,, ..
una sucesion tal que
(1) a es un enfero,

(i) existe un entero r = 2 tal que, para
todos los n, 0 < du < ry cada d.
es un entero.

Entonces existe un vnico numero real x tal gue
l sucesion cuyos términos c, estdn definidos
recurrentemente por: ¢; = @ ¥ Gp¥1 = Cn +
dan /1", es una sucesién de Cauchy que con-
verge a X.

N

Escogiendo la raiz 2 no es dificil, sobre la
base de los teoremas 56 y 57, demostrar:
Teorema 58. El conjunto de todos los nu-
meros reales es equipotente con el con-
Junto 2
En virtud de los teoremas 14 y 23 del capi-
tulo 4, se sigue del teorema 58 que

Teorema 59. El conjunto de los niimeros
reales no es enumerable.

También es Util dar la demostracion maés
constructiva, debida a Cantor, de este teo-
rema, usando su importante “método diago-
nal”. Usamos el teorema 56 y representamos
los nimeros reales por sus desarrollos deci-
males, Obviamente, el conjunto de los nume-
ros reales es infinito. Supongamos ahora que
es también enumerable. Entonces hay una
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funcion f 1-1 de w al conjunto de los niime-
ros reales. Sea

7 = f(n).
Todo nimero real ry lo representamos en
notacion decimal como
o =amgmd,mgm

donde a™ es el mayor entero igual o menor
que f4.
Ahora considérese el nimero real

c=a.ddd,...

definido como sigue:

2 si g®

]
.

a=

1 si a® =1,

(Aqui a® es, desde luego, ¢l mayor entero
igual o menor que r, )

Y
2 si d= =1
dy =
1 si, d®™ =1,
Asl, si
ry = 4,333. ..
ry = 7,12171217. ..
r, = (,689689. ..
ry = 0,414141, . .,
entonces,
¢c=1211..,,

Pero puede no haber r, tal que
c=r,

pues el n-simo decimal de r, debe diferir del
n-simo decimal de c. (Contamos el entero «
como el 0-ésimo decimal.) Por tanto no hay
un # tal que

¢ = f(n),

Y nuestra suposicion es falsa. De esto se de-
duce que el conjunto de los ntimeros reales
no es enumerable.

Los conjuntos equipotentes con el conjun-

CAP. 6

to de los numeros reales se llaman frecuente-
mente conjuntos con la potencia del continuo.
En los teoremas siguientes se han resumido
algunos hechos bésicos acerca de tales con-
juntos; las demostraciones no se han dado
en detalle.

Teorema 60. La unién entre un conjunto
Jinito o enumerable con un conjunto que
tenga la potencia del continue es, de nue-
vo, un conjunto con la potencia del con-
tinuo.

Demostracién. Comparese con ta demos-
tracion del teorema 67 del capitulo 5.

Teorema 61, Si 4 es un conjunto con la
potencia del continuo y B es un conjunto
finito o enumerable, entonces A ~ B es
un conjunto con la potencia del continuo.

Teorema 62. El conjunto de todos los mi-
meros reales que constituyen el intervalo
comprendido entre dos numeros reales di-
Jerentes a y b tiene la potencia del conti-
Ruo.

Demostraciéon. Considérese primero la apli-
cacion f de los numeros reales positivos so-
bre el intervalo (0,1):

T
@) =+
De una manera similar se aplican los ntime-
ros reales negativos sobre el intervalo (—1,0).
Se sigue de una vez a partir de esas dos apli-
caciones 1-1 que el conjunto de los numeros
reales del intervalo ( —1,1) tiene la potencia
del continuo. Dejamos comao ejercicio cons-
truir una funcién 1-1 que aplique cualquier
intervalo finito (a,b) sobre (—1,1).
Teorema 63. Todo conjunito con la poten-
cia del continuo puede representarse como
la unidn de n subeonjuntos mutuamente
disjuntos, cada uno de los cuales tiene la
potencia del continuo.

La demostracion se hace por induccién so-
bre n.
Ademas,

Teorema 64. Todo conjunto con la poten-
cia del continuo puede representarse como
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la union de una sucesicn infinita de con-
Juntos sin elementos comunes y cada uno
de los cuales tiene la potencia del conti-
Auo.

Demostracion. Usese la sucesion {A4,, 4,,
., Ay, . . .) definida por: A, es el conjunto de
todos los niimeros reales x tales que

n—l=sx<n

Con el mismo enfoque es facil mostrar que

Teorema 65. E/ producto cartesiano de
dos conjuntos. de los cuales uno es enu-
merable y el otro tiene la potencia del con-
tinuo, tiene la potencia del continuo.

Podemos demostrar también

Teorema 66. £/ producto cartesiano de
dos conjuntos que tienen la potencia del
continuo tiene también la poiencia del
continuo.

Demostracion. Demostramos que (0,1) x
(0,1) = (0.,1). Para este propdsito, semejante
a la representacion decimal del teorema 56,
podemos representar cualquier nimero real
x del intervalo (0,1) como

d d: d: .
x=_2‘+7:+§’+..., dao=0 0 1.

Considerando solumente d, = 1, tenemos
z=@n+ @t Ot
con p, < p, < py <... Definimos ahora

0 =P, =P — P, =Ps— Py

y Tepresentamos
2= (B + @)tn + Goretn L,

0, en notacién mas simple, podemos repre-
sentar x por la sucesion < a,,dyd;. . ., @y, >>-
Tenemos una representacién similar de ye
(0,1) como < b,,b,,b,,. .., b,,...>. Defini-
mos entonces f{ < x,y > ) como el niumero
de (0,1) representado por la sucesiéon < q,,
b, a,b,a.b,, .., an bs. .. >, Es inmediato
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demostrar que f es una aplicacién 1-1 de
0,1y x (0,1) sobre (0,1).*

Usando el axioma especial para cardinales,
podemos definir,

FDefinicion 63. ¢ = X(Re).

El simbolo ‘¢’ es el usual para la cardinali-
dad del continuo. Usando esta definicién,
formulamos un teorema general sobre Ia arit-
mética cardinal de ¢. La demostracion de
cada parte del teorema se sigue directamente
de uno o més de los teoremas inmediatamen-
te precedentes de esta seccion.

1Teorema 67.
(i) Sin es un cardinal finito, entonces

n+c=n-c=g

) WNo+c=r1
Gii) Nerc=
(iv) 2% = ¢

v) ¢te=c
vi) ¢c-e=o¢

No se sabe si existe un conjunto que sea
de mayor potencia que un conjunto enume-
rable y de menor poténcia que el continuo.
La conjetura de que no hay tales conjuntos
se llama hipdtesis del continuo. Sierpinski
[1956] resume de manera perfecta las conse-
cuencias inportantes conocidas de esta hipé-
tesis. Una de las mds interesantes, que es
realmente equivalente a la hipétesis del con-
tinuo, es la siguiente proposicion (la equiva-
lencia fue demostrada por Sierpinski en
1919): El conjunto de todos los puntos del
plano es la union de dos conjuntos, de los
cuales unc es a lo mas enumerable sobre
cualquier recta paralela al ¢je de las ordena-
das y el otro es a lo mas enumerable sobre
cualquier recta paralela al eje de las absci-
sas.

Se demostrd antes que el conjunto de to-
dos los numeros reales es equipotente a 2%,

*La demostracién de que no existe funcién 1-1 conti-
nua que establezca esta correspondencia no es demasia-
do dificil (ver Sierpinski [1958, p. 66]).
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Esta relacion es la basc de la hipdtesis gene-
ralizada del continuo: Dado un conjunto infi-
nito 4, no existe conjunto alguno de potencia
mayor que la de 4 y menor que el conjunto
de todos los subconjuntos de 4. Godel ([1938],
[1940]) ha demostrado el importante resultado
de que la hipotesis generalizada del continuo
puede agregarse consistentemente a los otros
axiomas de la teoria de conjuntos,* esto es,
si los otros axiomas son conjuntamente con-
sistentes, entonces la adicién de la hipdtesis
generalizada del continuo como un nuevo
axioma no dara lugar a contradiccion.

cap. 6

EJERCICIOS

. Demostrar el teorema 57
. Demostrar el teorema 58.
. Demostrar el teorema 60.
. Demostrar el teorema 61.
. Completar la demostracidn del teorema 62.
. Demostrar el teorema 63.
Demostrar el teorema 64,
. Demostrar ¢l teorema 65.
. Demogstrar el teorema 66.
10. Demostrar que no existe aplicacién continna del
plano sobre la recta.
11. Demostrar el teorema 67.

LR R S N PO N

o

* Su demostracion se refiere en realidad a los axiomas
de la teoria de conjuntos de von Neumann, como se pre-
senta en sus documentos, pero con pequeias modificacio-
nes la demostracion vale para lo$ axiomas de la teorfa de
conjuntos de Zermele-Fraenkel también.



Capitulo 7
Induccion transfinita y
aritmética ordinal

§ 7.1 Induccién transfinita y definicién por
recurrencia transfinita. El foco del presente ca-
pitulo es la teoria de los nimeros ordinales.
La primera seccién considera la induccion
transfinita y la definiciébn por recurrencia
transfinita para nGmeros cordinales. El esque-
ma axiomatico de sustitucion se necesita para
justificar el esquema general de recurrencia.
La segunda seccion presenta los elementos
de la aritmética ordinal. La tercera seccion
considera los nimeros cardinales, de nue-
vo, pero sin usar el axioma especial para
cardinales. En particular se introduce el con-
cepto de un alef. La cuarta seccion generali-
za los resultados de § 7.1 a conjuntos bien
ordenados. Ademas s¢ demuestra el teorema
fundamental para conjuntos bien ordenados.
La seccidon final (§ 7.5) presenta un resumen
revisado de los axiomas; se usa el esquema
axiomatico de sustitucién para deducir el
axioma de apareamiento y el esquema axio-
matico de separacion.

Nuestro primer problema es extender el
principio de induccién para los nimeros na-
turales (ordinales finitos) al principio de in-
duccién transfinita para todos los ordinales.
Como lo establece el teorema 12 de § 5.1, el
conjunto de todos los ordinales no existe, asi
que no puede darse una formulacién general
de la induccidn transfinita. Sin embargo, co-
mo veremos, es posible una formulacién con-
juntista a partir de cualquier ordinal dado.
También puede demostrarse un esquema ge-
neral para todos los ordinales, anilogo al
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teorema 22 de § 5.2; en efecto, comenzamos
con esto.

Las letras iniciales del alfabeto griego, en
mintscula, o sea ‘o, ‘F’, ', ‘¥, ..., cono
sin sub-indices, indicara variables que toman
ordinales como valores.

Esquema teorematico 1. [Principio de in-
duccién transfinita: primera formula-
cién). S¥ para todo «

@ (VBB <a—9B)— ¢la),

entonces para todo ¢, @(a).

Demostracién. Asegurada l1a hipotesis del
teorema, SUpPONZAMOSs que existe un a tal que
¢{a) es falso. Sea

L(a) ={8: B = a & ¢(B) es falso}.
Entonces, 8a! bien-ordena L(a). Sea B* el
primer elemento de L(e). Por la hipdtesis so-
bre B*, para todo y < S* tenemos: g(y). Pe-
ro entonces por la hipétesis (inductiva), esto
es, (i) del teorema, ¢(8*), lo que es una con-
tradiceidn. Q.E.D.

La formuiacion del teorema 1, cuando se
especializa para los niimeros naturales, pro-
porciona lo que se llama frecuentemente una
induccién de “curso de valores” porque se
consideran rodos los nameros naturales me-
nores que un nimero dado, no solamente el
precedente inmediato.

La demostracién de la formulacion con-
juntista de la induccién transfinita es una va-
riante trivial de la anterior, asi que solamente
formulamos el teorema, pero debe notarse el
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hecho de que este teorema, en contraste con
el teorema 1, se refiere a un ordinal a.

Teorema 2. [Principio de induccién
transfinita: Segunda formulacién]. Si pa-
ra tode ordinal B < a tenemos que 8 & A
implica que B € A, entonces a C A . Sim-
bélicamente:

(VBB <a&BC A—BECA)—>aS A

Si tomamos ¢ = w, tenemos, COmMo un caso
especial del teorema, una formulacién de in-
duccion para los nameros naturales, ligera-
mente diferente del teorema 24 de § 5.2:

Sime& A siempre que mC A, entonces w S A,

La formutacién de la induccién transfinita
proporcionada por el teorema 2 tiene cierto
interés desde el punto de vista de las aplica-
ciones. Al usar la induccién transfinita para
demostrar un teorema, se¢ desea saber fre-
cuentemente cuan “lejos” va la induccién,
esto es, cudl es el ordinal & mas pequefic que
ser4 suficiente para aplicar el teorema 2. Des-
de luego, en la induccidn ordinaria siempre
tomamos & = w.

Ahora queremos enunciar, sin demostra-
cién, una tercera formulacion de la induccién
transfinita que usa una condicién como la
usual para induccién sobre los nimeros na-
turales: si ¢(n), entonces @(n*), y restringe las
inducciones de curso total de valores a ordi-
nales limite, esto es, ordinales que no tienen
precedente inmediato y no son cero.

Definicién 1. « es ur ordinal limite siy
solamente si o 7= 0 y no existe B tal que
B =a
El ordinal w es el Gnico ordinal limite que
hemos introducido atras. Se enuncia aqui,
sin demostracién, un hecho util acerca de
ordinales Hmite.

Teorema 3. Si « es un ordinal limite, en-
tonces Ua = o
Esquema teorematico 4. [Principio de in-

duccidn transfinita: Tercera formula-
cibén].

CAP. 7
Supongamos que
i) 0,
(i) para todo a, si g(a), entonces p(a)
y~

(i) para todo ordinal limite v, si.pura
todo B < v, ¢ (B), entonces g(y).
Entonces para todo ordinal o, ¢(a).
Antes de volver a las recurrencias transfi-
nitas, puede enunciarse un esquema teore-

‘matico 1til sobre la existencia de un ordinal

minimo que satisfaga a una propiedad dada.
Su demostracion se deja como ejercicio.

Esquema teoremsdtico 5. Si existe un «
tal que p(a), entonces existe un ordinal
minimo B tal que o(B).

Para introducir subsiguientemente las ope-
raciones ordinales de adicion, multiplicacion
y exponenciacién, no es suficiente tener a
mano el principio de induccién transfinita.
Es necesario justificar la definicién por re-
currencia transfinita de la misma manera
general que justificamos la definicion por re-
currencia de las operaciones sobre nimeros
naturales en § 5.2. Hasta donde yo sé, la pri-
mera demostracion de un teorema general
que justifique la definicion por recurrencia
transfinita se encuentra en von Neumann
[1928b].

La demostracion de la primera formula-
cion es muy semejante a la demostracion del
teorema 27 de § 5.2 sobre la definicién por
recurrencia. La mayor diferencia en la for-
mulacién es la de que la funcion H (el teo-
rema dice “conjunto A" pero en las aplicacio-
nes estamos siempre interesados en funciones)}
toma el total de F restringido a 8 como su
argumento, en lugar del precedente simple-
mente como en ¢l teorema 27. Una forma no
adulterada del teorema 27 no podria ser
usada, desde luego, para los ordinales en ge-
neral ya que los ordinales limite no tienen
precedentes inmediatos.

Teorema 6. [Recurrencia transfinita: Pri-
mera formulacidn]. See H cualquier con-
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junto y a cualquier ordinal. Entonces exis-
te una unica F tal que
(i) F es una funcion sobre q,
(i) para todo B < a.
F(B) = H(F|B).
Demostracion. Primero, en virtud del es-
quema axiomdtico de separacion, existe un
conjunto A4 tal que f &€ A si y solamente si:

() fe€ ®X (®RHU{0})),
y existe un f3 tal que

(2) fes una funcidn sobre §,

(3) para todo v, si v <{ B, entonces f(y)=

H(f1v).

Como en el caso del teorema 27 de §5.2,1a
idea de la demostracién es mostrar que U A4
es la funcién F pedida. Comenzamos por de-
mostrar:

(4) Si f g €A entonces fCgo g<f
Sea B, el dominio de /'y B, el dominio de g.
Entonces 8, n B, es §, o .. Ahora supon-
gamos que existe un y en §, N B, tal que

f&) = glv).

Sea y« el mas pequeno de tales ordinales (ver

teorema 5). Tenemos entonces:
Slyx=gly~

y a fortiori

(5 H(f[v#») = H(g|v»),

pero entonces
foy#) =gty »),

contrario a nuestra suposicién, por tanto, se

establece (4).
Ahora definimos:

F=1U4,

Se sigue, de una vez, a partir de (4) que Fes
una funcidn. Ademas, si 8 estd en el domi-
nio de F, entonces, para algin fen A4, 8 estd
en el dominio de fy, en consecuencia,

F8) = H(f | 8),
de donde

F{gy = H(F|8).
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Resta solamente demostrar que « es el domi-
nio de F. Supongamos que no. Sea S* el or-
dinal més pequefic menor que o y que no
estd en el dominio de F. Entonces existe un
fen A cuyo dominio es 8*. Por tanto,

SO, HS 18" € 4,

y, por consiguiente, B* esta en el dominio de
F, contrario a nuestra suposicion. La demos-
tracion de que F es finica se deja como ejer-
cicio. Q.E.D.
Como podria esperarse, se puede dar una
versidn de recurrencia transfinita, muy liga-
da al teorema 27 de § 5.2, haciendo uso de
ordinales limite. El contenido intuitivo de la
condicién (iv) del teorema se discutira en re-
lacidén con las definiciones de adicién ordinal
y de multiplicaciém en § 7.3.
Teorema 7. [Recurrencia transfinita: Se-
gunda formulacién]. Sea x cualguier ob-
jeto, G cualquier conjunie y a cualquier
ordinal no nulo. Entonces existe una uni-
ca F tal que
(i) F es una funcion sobre «,
i) F@ =x,
(iil}y para todo B con A < a,
F@) = G(F(@g),

para todo B < a, si B es un ordinal
limite, entonces

F(g) = UF(y).
ye8

()

Demeostracion, La demostracion de esta
formulacién del teorema, justificante de la
recurrencia transfinita, es posible con la es-
pecificacion de la funcién H apropiada en el
teorema precedente.

Sea

L = &GU |z}.

Primero definimos la nocién de una a-suce-
cién de L. Una a-sucesién de L es una fun-
cién ceyo dominio es a y cuyo recorrido es
un subconjunto de L. (Una sucesién de ele-
mentos de L, en el sentido matematico usual,
€s precisamente una w-sucesiéon.) Ahora con-
sideremos la funciéon H definida como sigue:
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(1) El dominic de H es el conjunto de §3-
sucesiones de L con B < a,

(2) Para la 0-sucesion 0,
H(0) = x,

(3) Para cualquier 8*'-sucesion s

H(s) = G(s(B)),
(4) Para f un ordinal limite y s una f§-su-

cesion,
H(s) = Us(y).
vEs

Notese que en virtud de la definicion 15 de
§26

Usty) = Uly: Iy €B&y = sly)l,
+E8

y puesto que a(y) € L, se sigue, a partir del
esquema axiomético de separacién, que el
conjunto {y: (Iy)(y € B & y = s(v)} siempre
existe en el sentido apropiado, esto es, no es
vacio. (En relaciéon con el recorrido de H,
véase el gjercicio 6, al final de la seccién.) En
vista del teorema precedente (teorema 6)
existe una funcidén ﬁn‘ica F definida sobre «
tal que, para todo B < a,

(5 F(g) = H(F8).
Observamos que, en virtud de (1), F| S es
una f-sucesién. Por tanto, por (2) y (5)
F{0) = HF|0) =z,

lo que establece (ii) del teorema.
Sobre la base de (3) y (5)

F@) = HF [g1) = G(F | g1(B) = GF(),

lo que demuestra (iii).
Finalmente, en vista de (4) y (5), si B es un
ordinal limite,

F@g) = HF|8) = U ([F|8ly)) = U (F(v)).
vE8 ¥ECR

La unicidad de F es obvia. QED,

Debe notarse que el teorema 7 es menos ge-
neral que el teorema 6, porque no todas las
funciones F del teorema 6 satisfacen (iv) del
teorema 7, esto es, satisfacen:
F@B)y = U F(y)
¥

CAP. 7

para 8 un ordinal limite. Por ejemplo, en el
teorema 6, sea a, @' y para cualquier B-su-
cesién s con B = «' definamos

0 si B es un ordinal limite
H(s) =

1 en cualquier otro caso.
Entonces
F{w) =0,
pero
UFn) = U{l} = 1.
né_w

Debe ser claro por qué los teoremas 6 y 7
no proporcionan la justificacion éptima para
la introduccién de las operaciones de la adi-
cion ordinal. El conjunto de todos los ordi-
nales no existe, asi que no puede esperarse
que se defina la adicién o la multiplicacién
ordinal como una funcidén de la teoria de
conjuntos. El objetivo restante de esta sec-
cién es establecer un esquema teorematico
que justifique la definicion de los simbolos
apropiados de operacién. Para comenzar, de-
mostramos un esquema de recutrrencia trans-
finita analogo al teorema 6. Este esquema se
ha puesto después de los teoremas 6 y 7 por-
que su demostracién requiere ¢l esquema
axiomitico de sustitucién, el cual introduci-
remos luego.

La necesidad de una formulacion esque-
matica de la recurrencia transfinita puede
hacerse quizds mdas evidente por la discusion
de las dificultades que surgen cuando trata-
mos de usar el teorema 7 para definir la adi-
cion ordinal. El esquema recurrente que te-
nemos pensado es simplemente:

i a+0=a,
(i) a+ B =(+B)
(iif) Si B es un ordinal limite,

at+pf=U{a+7).
¥E8

Las condiciones (i) y (ii} proporcionan un
esquema recurrenie como el de la adicion en-
tre enteros. La tercera condicién es nueva.
Podemos ilustrar su significado intuitivo con-
siderando w + w. No hemos demostrado ain
que & + w existe, pero dejando este asunto
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de lado por el momento, la idea basica es la
de que

ete=10,123...,0,0+ L o+2w
+3,...}%.

Y vemos facilmente que esto es precisamen-
te lo que hacemos a partir de:

wtw=Ulw+ ) = Ulw+n)
yw nEw

La forma de (iii) debe aclarar por qué (iv)
del teorema 7 tiene la forma que tiene.
Desafortunadamente, surgen complicacio-
nes inmediatamente si tratamos de aplicar
el teorema 7 a la conversion de esas tres con-
diciones en una definicion precisa de una
funcién unaria a 4. (Puesto que el teorema 7
proporciona solamente funciones unarias,
para cada ordinal «, definimos a+, en lugar
del simbolo de operacion binaria +.) Prime-
ro, no podemos definir simplemente una fun-
cién e+ para todos los ordinales, ya que el
conjunto de todos los ordinales no existe. Su-
pongamos entonces que definimos a+ con
respecto a algin ordinal 4, el cual requiere
un sub-indice: & +,. Entonces tendriamos:

at+,0=a
(D

o+, = (a+, 60!
y asi sucesivamente; podriamos naturalmen-
te imponer la restriccion de que el dominio
de @ + es 7. Sin embargo, la relativizacion
de la adicion ordinal a algan ordinal 7 no es
suficiente para permitir la aplicacion del teo-
rema 7. Como se anoto, previamente a la de-
finicion de la adicién entre enteros, no pode-
mos usar simplemente el simbolo de sucesor
al elegir una funcién-particular G, pues no
hay conjunto alguno designado por el simbo-
lo de sucesor. Para tratar la adicién: entre
enteros introdujimos la notacién ‘@, para
designar la funcion suceser restringida a A.
Probablemente la sugerencia natural es en-
tonces ensayar &n en (1): ’

a+,0 =a

)
a+,8,8) = &la +,8).
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No hay dificultad acerca de €,(8) ya que
B € n, pero la situacion es diferente para &,
(e -+, 8). Si a es suficientemente grande, pue-
de suceder que « 4,8 > », ¥, por consiguien-
te, &,(e +,8) = 0. Por gjemplo,

€ Gulw +,3) = 0,
mientras que
(4) (0) +u 3)' =W +w4 > 0,

La dificultad que surge por (2) y el caso par-
ticular (3) es fundamental y sobre la base del
teorema 7 es imposible hacer arreglos que
permitan la construccion de una aritmética
ordinal razonable. ‘

Como ya se anotd, para demostrar el teo-
rema de recurrencia apropiado necesitamos
el esquema axiomaético de sustitucion, Laidea
intuitiva del axioma es la de que si tenemos
una férmula ¢(x,y) con la propiedad funcio-
nal de que para todo x en un conjunto 4
existe por lo menos un y tal que @(x, y), en-
tonces podemos afirmar que el conjunto de
los y existe y “sustituir”™ A4 por este nuevo
conjunto. Formalmentg, tenemos:*

Esquema axiomdtico de sustitucién. S/

(VaXVyVa(z € A & o(z,y) & o(z,2)—
y=z)
entonces

(ABYVY(wEB « (3z)z € A & o{z,y))).

La hipotesis del axioma requicre simplemente
que @(x,y) sea funcional en x. Si se eliminara
este requerimiento estariamos inmediatamen-
te en dificultad. Por ejemplo, podriamos to-
mar @(x, y) de modo que

XCy

y tomar 4 = {0}; entonces, puesto que el
conjunto vacio es un subconjunto de todo

* Este axioma se llama también el esquerna axiomdtico
de sustitucidn; se origind con Fraenkel [1922]. En la lite-
ratura de teoria de conjuntos el axioma se acredita
usualmente sélo a Fraenkel, pero Skolem [1922, p. 226] lo
formulé independientemente y al mismo tiempo. En
Fraenkel [1928], puede decirse que se conoce la formula-
cién hecha independientemente por Skolem.
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conjunto, B seria el paraddjico conjunto de
todos los conjuntos.

En la altima seccién de este capitulo mos-
tramos que el esquema axiomatico de sepa-
racion se sigue del esquema axiomatico de
sustitucion (la demostracion es trivial) y tam-
bién que el axioma de apareamiento se sigue
del axioma del conjunto potencia y del es-
quema axiomdatico de sustitucién.

Esquema teoremitico 8. [Recurrencia
transfinita: Tercera formulacion]. Sea
r cualquier término. Entonces el siguiente
es un teorema: Para cualquier ordinal a
existe una F unica tal que:
(i) F es una funcion sobre a,
(il) para todo B < a,

F(B) = (F|B).

Demostracién, Comparando ahora con el
primer paso de la demostracidon del teorema
6, tomamos ¢{f, f) de modo que:
¢(8,f) — f sea una funcidn sobre §& (V)
(v <B—fl) ==(flv).

Si tenemos: (B, ) & (B, ), se sigue facil-
mente por induccion transfinita (teorema 1)
que f =f", pues supongamos que hubiera un
vy tal que f(y) 7= f'(¥). Sea y* el primero de
tales ordinales. Entonces

f ‘ ye=f I T

y a fortiori

(f|ve) =1 [v#),

de donde
Ja» =G,

lo que es absurdo.

Ya que ¢ tiene la propiedad adecuada mu-
chos-uno podemos aplicar el esquema axio-
matico de sustitucién para obtener: existe
un conjunto A4 tal que

F€eA= (B ca & BN

1 Esta formulacion estd més bien ligada a la original
de von Neumann [1928].

CAP. 7

El resto de la demostracion consiste simple-
mente en demostrar que U A4 es la funcién F
pedida y es esencialmente la misma que la
parte correspondiente del teorema 6.

Q.ED.

Analogo al teorema 7 tenemos otra for-
mulacion en la forma de un esquema. Deja-
mos la demostracién como ejercicio.

Esquema teorematico 9. [Recurrencia
transfinita: Cuarta formulacién]. Sea 7
cualquier término. Entonces el siguiente
es un teorema:

8i x es cualquier objeto y a cualquier or-
dinal no nulo, entonces existe una F uni-

ca tal gue
(i) F es una funcion sobre a,
(i) F0)=x,

(iii) para todo ordinal B con ' < a,
F(BY) = w(F(B)),

(iv) para todo ordinal limite B < a,

F(g) = U Fiv).
r<8

Para los propésitos de las aplicacicnes es
necesario saber que una funcién definida por
recurrencia transfinita (via los teoremas 6 a
9) es independiente del ordinal particular es-
cogido en el sentido expresado por el teore-
ma signiente. La demostracién se ha dejado
como ¢jercicio. Se entiende en la formulacion
del teorema que no importa cual de los cua-
tro teoremas se use, las funciones F, y F, es-
tan definidas con respecto al mismo objeto
x, conjunto F o término 7, segun el caso.

Teorema 10. Sean F, y F, definidas por
recurrencia transfinita a partir de a, y a,
respectivamente por el uso del teorema 6,
7,8 6 9. Entonces,

File, = F,|a,
Sobre la base del tecrema 9 podemos defi-
nir la adicién ordinal como sigue:
a + B = v siy solamente si existe una fun-
cion f tal que )
(i) fes una funcion sobre f3',

a) f(0) = a
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(i) para todo n conn < B
S =fmy,
(iv) para todo ordinal limite 5 < B

fm = U f(&),
6Cn
W JB) =

En esta definicidon hemos establecido esen-
cialmente una jerarquia de funciones unarias
o+, para cada « con dominio A'. Un proce-
dimiento mas satisfactorio estéticamente es
el de usar los teoremas 9 y 10 para demostrar
un esquema general sobre la base de lo que
puede dar una definicién mas intuitiva de las
operaciones ordinales binarias como la adi-
cién. Para este esquema general necesitamos
el siguiente resultado general, cuya demos-
tracion depende del esquema axiomético de
sustitucion.

Esquema teoremdtico 11.
ye l€J () = (FA)(ABYz c A & B =
TECA

r(z) & y € B)

Podemos entonces establecer, sobre la base
de los teoremas precedentes:

Esquema teorematico 12. [Recurrencia
transfinita: Quinta formulacién]. Seq o
(evy,. . . 0y ) cualguier término con a lo
mds n — 1 variables libres y sea u(a,,. . .,
a,) cualquier término con a lo mds n va-
riables libres. Entonces un término t(a,,
..., ta) puede definirse por el esquema

recurrente:
MO rla,..., ¢, 0=0la,...,a&—)
(iiy para todo B,
"'(an c e ey Oney, B')zl‘(an - -3 On—yy
oy ooy @aey,s BY),
(iiiy para todo ordinal limite B,
T(al, .. 7an_lf B) = U T(a'l) LIRS |
+E8
Cpeyy 'Y)-
Las variables libres a,,. . ., as—y son los pa-

rametros de recurrencia de este teorema. Da-
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do este teorema, podemos usar en § 7.2 los
esquemas apropiados de recurrencia mismos
para definir la adicion, la multiplicacion y
la exponenciacién ordinales.

EJERCICIOS

Demostrar ¢l teorema 3.
Demostrar el teorema 4.
Demostrar el teorema 5.

4. Compietar la demostracién del teorema 6, demos-
trando que F es unica.

5. Dar otro ejemplo diferente del dado en el texto
para una funcién F del teorema 6 que no satisfaga

Fp) =V Ay
¥<B

[Ny,

para un ordinal limite 8.

6. En la demostracién del teorema 7, necesitamos
saber que el recorrido de H es un conjunto para saber
que K, como una funcién, es un conjunto bien definido.
¢De qué conjunto es el recorrido de H un subconjunto?

Demostrar el teorema 9.

8. Demostrar el teorema 10,

9. Demostrar ¢! teorema 11,

10, Demostrar ¢l teorema 12.

3

§ 7.2 Elementos de aritmética ordinal. Nues-
tra intencion es dar las principales orienta-
ciones acerca de la aritmética ordinal, pero
no desarrollarla en un sentido completo (en
relacion con esto véase Sierpinski [1928] y
Bachmann [1955]).

Los teoremas iniciales sobre adicion ordi-
nal y multiplicacién se asimilan a los de la
adicion y la multiplicacién entre enteros da-
dos en § 5.2. Las demostraciones por induc-
cion transfinita juegan aqui el papel que las
demostraciones por induccidon jugaban en
§ 5.2. Consideradas como generalizaciones
de las operaciones entre enteros, el hecho
mas destacado acerca de la adicién y de la
multiplicacion ordinales es el de que ellas no
son conmutativas. En contraste, la adicion y
la multiplicacién cardinales son conmutati-
vas, como vimos en § 4.3. Podemos usar el
teorema 12 para introducir la adicion ordinal
por ¢l esquema de recurrencia dado va en
§7.1
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Definiciéon 2. La operacidn de adicion
ordinal se define por medio del siguiente
esquema recurrenie:
) a+0=4q
(i) o+ B =(x+ A,
(iii) si B es un ordinal limite,
a+ B=U(+ 7).
yEB

Ia existencia de U (a + B) en ¢l sentido in-
8

tuitivo apropiado se sigue de los resultados
anteriores consignados en § 7.1. El papel de
(iii) se aclarara en las demostraciones sub-
siguientes de los teoremas de esta seccién.

Dejamos como un ejercicio la demostra-
cion del siguiente resultado, el cual usamos
periédicamente sin mencidn explicita.

Teorema 13. a + B es un ordinal.

Nos referimos ahora a la aritmética ele-
mental de la adicion ordinal. Muchas de las
demostraciones exhiben métodos tipicos de
argumentar por medio de induccién trans-
finita. !

Teorema 14. ¢ + 0 =0 4+ ¢ = a.

Demostracién. Por (i} de la definicion te-
nemos inmediatamente que

a4+ 0=a.
La demostracion de que 0 + a = a €5 mas
complicada; ella exhibe las tres partes tipicas
de un argumento directo por medio de in-
duccién transfinita (como se formulo en el
teorema 4).

Parte 1. @ = 0. Necesitamos demostrar:
0+0=0
Parte 2. Suponiendo 0 + a = a, necesita-
mos demostrar:
0+ a' =a.
Parte 3. Suponiendo que « es un ordinal
limite y que para 8 < a,
0+ 8=28

necesitamos demostrar:

04+a=naca

caP, 7

La parte 1 se sigue de una vez de (i) de la
definicion de adicion.

Para establecer la parte 2, usamos (ii) de
la definicion y nuestra hipotesis inductiva:
0+ a =0+ o)

= al.
Para demostrar la parte 3 usamos (iii) de la
definicion:

O0+a=U{0+8)
-

= U g por la hipétesis inductiva
BCa
=a por el teorema 3
ya que a e5 un ordinal limite, Ua = a.
Habiendo demostrado las partes 1 a 3, con-
cluimos inmediatamente, por induccién trans-
finita (teorema 4),que nuestro teorema es va-
lido para todos los ordinales. Q.E.D.
El siguiente teorema es una consecuencia
inmediata de la definicién de adicién ordinal.

Teorema 15. « + fB' = (« + /).
Haciendo 8 = 0, tenemos:

Teorema 16. o + | = o'.
El teorema siguiente establece que la adicién

ordinal es mondtona a derecha con respecto
a la relacion menor gue.

Teorema 17. Si B < v, entonces a + B
<o+ 7.
Demostracién. La demostracién se hace
por induccion transfinita sobre y.

Parte 1. Si y = 0, la hipoétesis del teore-
ma es falsa, asi que el teorema se cumple
vaciamente.

Parte 2. Supongamos que tenemos que, st
B < v, entonces
x+ B<laty.
Para demostrar que el teorema se cumple
para el sucesor de y tenemos que considerar
dos casos.

Caso 1. 8 < y. Entonces tenemos:

a+ B<a+y,
pero
a+y<(a+9)
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y, por el teorema 15
(a +7 =a+ 7y,
de donde, por transitividad,
a+ f<a+ v

Caso 2. B = y. Entonces tenemos las dos
consecuencias siguientes:

By

y

at+ B=a+7,
pero, como antes,

a+y<a+7vy,
por consiguiente,

a+ B <o+ y"
(Notese que no necesitamos considerar el
caso de y < 8, pues por el teorema 15 de

§ 5.1 tenemos entonces y!' = B y ¢l teorema
se cumple vaciamente.)

Parte 3. Supongamos ahora que y es un
ordinal limite (esta es la {inica parte de la hi-
potesis inductiva que necesitamos para esta
parte). Ya que B <y, desde luego, S¢ v.
Pero por (iit) de la definicion de adicién,

a+ v =U(a + 6,
ey
y asi, en vista de la definicién 15 de §2.6
y el teorema 13,
a+yv=UA
donde
A={n scv&qg=a+ 3}
Ahora, 8 € v, de donde B'¢ y (pues y es un
ordinal limite), asi que

a + Bre A,
pero
(a+ B =a+p
y
o+ BE(a+ BN,
de donde
a4+ fE€UA,
o sea,
a+ BE€a+y. Q.ED.
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Por otra parte, la adicion ordinal no es
monotona a izquierda con respecto a menor
que, €sto es, no tenemos en general,

sia << Bentonces o + vy < B + 7.
Por gjemplo,
1 <2,
pero
14+ w=2+ w
(La verificacién de este hecho se deja como
ejercicio.) ‘

Como una consecuencia inmediata del teo-

rema precedente y del teorema 14, tenemos:

Teorema 18. Si B > 0, entonces a +
B>
Podemos también deducir ficilmente una
ley de cancelacion a izquierda a partir de la
monotonia a derecha de la adicién ordinal.
El e¢jemplo dado antes del teorema 18 mues-
tra que la cancelacion a derecha no es valida.

Teorema 19. 8/ a + 8 = a + v, enton-
ces B=y.

Demostracién. Supopgamos f = y. Para
precisar, sea B < y. Entonces por el teore-
ma 17,

a+ B<a+y,
lo que contradice la hipétesis del teorema.
QE.D.

Damos una ley monotdnica a izquierda
para la adicion ordinal con respecto a =. La
demostracién es similar a la del teorema 17
y se deja como ejercicio.

Teorema 20. Si a = f8, entonces o + vy
=B+

Como consecuencia inmediata tenemos:
Teorema 21. o« + 8 = 8.

Ahora demostramos un hecho util acerca
de ordinales Hmite.

Teorema 22. Si.f es un ordinal limite,
enionces a + B es un ordinal limite.

Demostracién. Supongamos que o + f
no es un ordinal limite. En virtud del teore-
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ma 21, e + B 7 0. Por consiguiente, existe
un v tal que
¢)) Y =a4+ B,
=U (a -+ 8),
'l

en virtud de (iii) de la definicion de adicion.
Entonces,

y €U (a 4+ 8),
B
por tanto, existe un 8, € 8 tal que
Y€ a+8,

por consiguiente,

(2 Y <{a+38)=a+ 8§
(1) y (2) dan:

a+ 8 <a+ b
se sigue, a partir de la contrapositiva del teo-
rema 20, que
B <8,

lo que es absurdo, porque 8, € B, asi que &,
€ B Q.ED.

El teorema siguiente afirma que una pro-
piedad basica de la adicion entre enteros es
valida también para la adicién ordinal gene-
ral.

Teorema 23. Si o =< 3, entonces existe un
¥ tinico tal que o« + v = B.
Demostracion. Si @ = 8, tomamos y = 0.

Supongamos entonces que o < 8. Ahora,
por el teorema 21,

a4+ B=4
Sea y el menor ordinal tal que
O a4+ y=f
Afirmo que, en efecto,
a4+ v=48
pucs supongamos que
a+v>4

Claramente y == 0, asi que hay dos casos
para considerar. Primero, supongamos que
y tiene un precedente inmediato y—1. En-
tonces,

Aty =a+ -1 =(a+ - DY
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de donde, por el teorema 15 de §5.3,

at+ty>a+(y—- D=4
contrario a la suposicién de que v es el me-
nor ordinal que satisface (1}.

Segundo, supongamos que ¥y es un ordinal
limite. Entonces por las hipotesis basicas so-
bre v, para cada § <[y,

a+ &< Bs

¥, por consiguiente, por el teorema 63 de § 2.6,
U{a +8) <8,
oy

asi que,
Ua + 8) = 8.
&y

Pero
a+ v =U(x + 8),
L]
y asi tenemos
a+y =5
lo que se combina con (1) para dar
o+ Y = ,3
Que vy es Gnico se sigue de una vez a par-
tir de la ley de cancelacién a izquierda; esto
es, dado
CV-!—’Yl=lX+Y2=B,
en virtud del teorema 19
Y1 = Yoo QED
Por el mismo método de argumentacion

usada en la demostracidén que precede, es
facil establecer:

Teorema 24. No existe ordinal y alguno

tal que, para tode & < B,

e+ 8y <a+ B

Este teorema dice, en otras palabras, que
a + B es el primer ordinal mayor que « + §
para todo & < 8.

Se muestra que la adicién ordinal no es
conmutativa por medio del simple contra-
ejemplo:

1l +wzstw+ 1.
Por otra parte, es asociativa.

Teorema 25. ¢ + (8 + v)=(a + B) + 1.
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Demostracion. La demostracion se hace
por induccién transfinita sobre y.

Parte 1. En virtud del teorema 14
a+B+0=a+8
=(@+p+0
Parte 2. Nuestra hipotesis inductiva dice

M e+ B+N=(@+B+v
y entonces tenemos las siguientes identidades:
a+B+=c+ B+
por el teorema 15
=@+ B+
por el teorema 15
={a+ B+ 7
por (1)
=@+B+7y
por ¢l teorema 15.
Parte 3. La hipotesis inductiva es la de
que y es un ordinal limite y, para todo 8 € v,

a+ B+ =(+p+3
A partir de la definicion de adicion y del he-
cho que # + vy es un ordinal Hmite (teorema
22), tenemos:

a+{B+v)=U(@~+0)
Bty

=Ui{n 300+ y&n=a+ 8

por definicion.
Pero ya que cada ordinal » tiene como ele-
mentos todos los ordinales mas pequefios,
podemos sustituir en la fltima expresion
‘GE B +y por ‘B 4+ €S + v, y obtenemos

at+@B+y)=U{n(38)(B+8ch
+y&n=a+(E+8)
Ul (3A8)ecy&n=

a+ (B +8))
por los teoremas
17y 20
=Ua+(B+8
LSt por definicion
=U(a+B)+ 98
S por la hipotesis
inductiva

=@+ B+ QE.D.
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Ahora nos referimos a la definicion de
multiplicacién ordinal y a un cierto nimero
de teoremas elementales acerca de esta ope-
racion. La definicion, como la de adicién,
simplemente generaliza la definicién corres-
pondiente para los enteros. Notese que se
sigue la convencidn acostumbrada de yuxta-
poner para denotar multiplicacion. Ocasio-
nalmente se usa un punto para efectos de
claridad.

Definicién 3. La operacion de multiplica-
cion ordinal se define por medio del si-
guiente esquema recurrente:
@i a-0=0
(i) a-f'=o0a-8+a
(ili) si B es un ordinal limite,
aB=Ua-vy.
+E8
Las demostraciones de varios de los teore-
mas se han dejado como ejercicios.

Teorema 26. o - B es un ordinal.
Teorema 27. 0-a = 0.

Teorema 28. a1 = 1+ = a.

Ahora demostramos que la multiplicacién
ordinal, como la adicién ordinal, es mond-
nica a derecha con respecto a menor que. En
el caso de la multiplicacién tenemos que
agregar la condicién de que « > 0.

Teorema 29. 8t a > 0 y B <y, entonces
af < ay.

Demostracién, La demostracion, como la
del teorema correspondiente para la adicién
(teorema 17), se hace por induccién transfi-
nita sobre y.

Parte 1. Si y = 0, la hipétesis del teo-
rema es siempre falsa y el teorema se cum-
ple vaciamente.

Parte 2. La hipotesis inductiva para esta
parte es idéntica en apariencia a la formula-
cidn del teorema. Para demostrar que el teo-
rema es valido para el sucesor de y hay que
considerar dos casos.
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Caso 1. 8 < v. Entonces tenemos:

aff < ay,
pero
ay! = ay + a,
y puesto que a > O:en virtud del teorema 18,
ay < ayl,
de donde, por transitividad,
afy < ay!

Caso 2. 8 = y. Por tanto,afS = ay. Enton-
ces,
ayl = ay + « > ay.
Luego,
ay' > afl.

Parte 3. Como en el caso del teorema co-
rrespondiente para la adicion, la inica parte
de la hipotesis inductiva que necesitamos es
la de que y es un ordinal limite. Puesto que
B < y,tenemos que 8 € y. Pero es una pro-
piedad fundamental de la multiplicacién or-
dinal la de que

1

ay = U ad,
y

de donde, por un argumento exactamente
igual al usado en la demostracion del teore-
ma 17,
aB € ay,
0 sea,
af < ay. Q.E.D.

Como una consecuencia facil del teorema

29, tenemos:

Teorema 30. S/ 5= 0 y B == 0.enionces
afl =40,
Como otro resultado inmediato tenemos una
ley de cancelacion a izquierda, previsto que

a > 0.
Teorema 31, Si a8 = ay y « >> O, enton-
ces B = 7v.
Un contra-¢jemplo para la cancelacion a de-
recha esta dado por la igualdad

20 = dw.
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Como una propiedad esperada de los ordina-
les limite tenemos:
Teorema 32. Si B es un ordinal limite y
a >> 0 entonces af es un ordinal limite.
La demostracion se deja como ejercicio, co-
mo la del correspondiente “dual a izquierda”.

Teorema 33. Si « es un ordinal limite y
B > 0,entonces aff es un ordinal lfmite.

Ahora demostramos el importante hecho
de que la multiplicacién es distributiva a iz-
quierda con respecto a la adicion.

Teorema 34. a(f + v) = aff + av.
Demostracién. La demostracién se hace
por induccioén transfinita sobre y. Suponemos
« = 0 (para la parte 3), pues de otro modo
la demostracion es trivial, en vista del teo-
rema 27.
Parte 1.
+ a-0.
Parte 2. Tenemos las siguientes identida-
des:
alf +v') = alf + )
por el teorema 15
=aBf+7)+a
por (ii) de la definicién 3
= (aff + ay) + a
por la hipétesis inductiva
=afi + (avy + @)
por asociatividad
= aff + oyt
por (ii) de ta definicion 3.

a(B+O)=aﬁ=aﬁ+O=aﬁ

Parte 3. Supongamos que y es un ordinal
limite. Entonces, por el teorema 22, 8 + vy
es también un ordinal limite, de donde, a
partir de la definicién de multiplicacién,

aB+v) = Uab
g+

= Uat
(B -+-8)
Sy

por definicién de adicion
Un: (36)(0653 B+ &= ad)}
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por definicién

= Ul (I 3TNGBy &0+
&n =af)}.

En virtud del teorema 29, puesto quesi 8§ < S,
entonces afl < a(B 4 8) para cualquier § €
¥, asi que podemos considerar solamente va-
lores @ para los cuales existe un 8 € y tal
que f=8+8, porquesi 8, < Byd,=5+8
para algon 6, entonces cualquier elemento de
«f, es también un elemento de af, y la unién
de la familia indicada de conjuntos perma-
nece inalterada si se omite #,. Por tanto, po-
demos reemplazar la ultima identidad por

a@+7y)=Ufn: (AN Sy &n = al8 + 8)}
dg a(B + 8)

por definicién
U (af + ad)
3y

1

por la hipétesis inductiva

Ufg: (NGB €y &n = af + ad)}
por definicién

Ufn: (30 Cav&n =aB + 0)]
por 1égica cuantificacional,
la hipotesis de que
a 70 yel teorema 29
= U (B +6)

0 ay

por definicién

= aff + ay
por definicién de adicion

y el teorema 32.
QED.

Un ejemplo simple que muestra que la
multiplicacion no es distributiva a derecha
es el siguiente, cuya verificacién se deja co-
mo ejercicio:

(J+NheFlw+ |l-w

La demostracién de la asociatividad de la
multiplicacion ordinal se hace por induccién
transfinita sobre y. Esta demostracion se deja
cOmO €jercicio.

Teorema 35. «(By) = (aB)y.
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Del cardcter de las definiciones de la adi-
cion y la multiplicacién ordinales, es obvia
la definicion de exponenciacién ordinal.

Definicion 4. La operacién de exponen-
ciacion ordinal se define por medio del si-
guiente esquema recurrente:

(i) a®=1,
(i) o =a"-q
(iiiy si B es un ordinal limitey a >0,
entonces
o = Ua?,

vEp
(iv) si B es un ordinal limite y o« = 0,
entonces
af =
Las demostraciones de los teoremas sobre ex-
ponenciacion se han dejado como ejercicios.
Teorema 36. ¢! = .
Teorema 37. Si B > O.entonces 0° = 0.
Teorema 38. 1° = 1.
Teorema 39. o™ = o® a.
Teorema 40. (o) = o,
Por otra parte, no siempre tenemos:
(@) = a” - §7,
pues
(w-2) 5= w?2%
Teorema 41. S/ a >> 1 y B < vy, entonces
& <a,

Por induccién transfinita sobre § podemos
también demostrar:

Teorema 42. Si a >> 1 y B > 1, entonces
a+ B=aBf=a’.

A partir de los teoremas y contra-ejemplos
dados atras en esta seccion, puede verse que
la aritmética de la adicion, multiplicaciéon y
exponenciacion ordinales difiere en tres as-
pectos principales de la aritmética de las
operaciones correspondicntes entre enteros.
(i) La adiciéon y la multiplicacion ordinales no
son conmutativas, (i) La multiplicacion ordi-
nal no es distributiva a la derecha, con res-
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pecto a la adicion ordinal, o sea que no
siempre se tiene:

(D (@ + B)y = ay + By.
(iii) La regla de exponentes

@ (a-B)Y = a8
a veces falla. De las tres, (i) es mas importan-
te, pues si suponemos que la adicién yla
multiplicacion son conmutativas, podemos
deducir (1) y (2). Vale la pena mencionar
también que ciertas operaciones sobre 0 y |
que son ordinariamente indefinidas en el
analisis estan definidas en la aritmética or-
dinal. Por ejemplo, 0°, o0® 1¥ no estin de-
finidos en andlisis, pero aqui:

0 =w=a =1,

Varias investigaciones se han dedicado a
proseguir el desarrollo de la aritmética ordi-
nal, segin los lineamientos de los resultados
cldsicos de la teoria de nimeros. En este sen-
tido se da alglin material en los ejercicios del
final de esta seccion., Aqui nos restringimos
a enunciar que los analogos del “altimo teo-
rema” de Fermat y la Hipéotesis de Goldbach
se sabe que son falsos en la teoria de nime-
ros ordinales (Sierpinski [1950]). "En teoria
elemental de nimeros el “ultimo teorema™
de Fermat es la asercion de que, para n =3,
no existen niimeros naturales a, b, ¢ tales que

ar + bn = ¢n.

La verdad o falsedad de esta asercion es
uno de los famosos problemas abiertos de
la teoria de niimeros. El anélogo para la teo-
ria de nimeros ordinales es falso. Para cual-
quier ordinal p 2= 1 existen ndmeros ordi-
nales o, B, y tales que

o 48 =

En particular, si p tiene un precedente inme-
diato (esto es, p no es un ordinal limite), en-
tonces, para § = 1

(wi)“ + (we S22 = (cn:»E - 33
Si p es un ordinal limite, entonces, para {1,
(w‘)“ + (wé-.u)n = (wé-u + 1)#_
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La Hipdétesis de Goldbach esla de que
todo nimero natural par >>2 es la suma de
dos niumeros primos. Sobre la base de 1a de-
finicién obvia de nimeros ordinales primos,
la hipétesis es falsa para nimeros ordinales.
Puede demostrarse que w + 10 no es una
suma tal.

Ahora nos referimos a las operaciones su-
ma y producto infinitos. Desde un punto de
vista formal, estas dos son operaciones una-
rias sobre sucesiones de ordinales. Hemos
usado la nocién de p-sucesion en la demos-
tracién del teorema 7; la definimos de nue-
Vo aqui.

Definicién 5. Una p-sucesion de ordina-
les es una funcidn cuyo dominio es el or-
dinal p y cuyo recorrido es un conjunto
de ordinales.
Las sucesiones en el sentido ordinario del
analisis son w-sucesiones. Usamos una nota-
cién muy acostumbrada para p-sucesiones,
a saber {aglec,, donde o, es el £&-ésimo tér-
mino de la sucesién.

Definicién 6. La operacion suma infinita
para ordinales se define para cualguier
p- sucesidn de ordinales o), ., por me-
dio del siguiente esquema recurrente;

(i) Za =0,
E<0

(1} siv < p, entonces
Sa; = Za; + a.,

E<ot <y
(iii) i v es un ordinal limite y v <y, en-
tonces
Za, =UuU Say.
E<r 7Cr E<n

Es quizas importante notar la forma que
el esquema recurrente tomaria si usaramos
una notacion funcional comin para p-suce-
siones. Asi, sea f cualquier sucesién de ordi-
nales para p-sucesiones. O sea que fes cual-
quier sucesion de ordinales. Entonces,

30 =0,
Efv'= Zf|v + f(),
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para » un ordinal limite
2flv = U Zf|n.
Llal

A pesar de la mayor simplicidad de la dlti-
ma notacién, usaremos en lo que sigue la no-
tacion mds acostumbrada introducida en la
definicion 6.

Por induccion transfinita podemos demos-
trar que cualquier ordinal puede obtenerse
por agregaci6n iterada de 1.

Teorema 43. Sea |oy};<, la u-sucesion
tal que.para fodo § < p, & = 1. Enton-
ces,
M= EC{E.
E<u

Demostracién. Usando el teorema 4, pro-
cedemos por induccién sobre p.

Parte 1. Si p=0, entonces, por (i) de la de-
finicion precedente,

ZGE =0
£<0

Parte 2. Supongamos que el teorema vale
para p. Ahora,por (ii) de la definicion,

z ay = zae -+ 1
E<ut §<p
=@+ !  por la hipotesis inductiva

= .u,',
Parte 3. Si p es un ordinal limite, entonces,
por (iii) de la definicién,

Zog= U Ze
£<a wa £<n
= g 1 por la hipétesis inductiva
Ll
=p por el teorema 3. Q.E.D.

Podemos demostrar también que la multi-
plicacién es adicién iterada.

Teorema 44. Sea {ogli<a la B-sucesion
tal que,para tode £ < B, ay =a. Entonces,
a8 = Zey
£<8
Demostracion. Como en la Gltima demos-
tracién, procedemos por induccién transfi-
nita.

Parte 1. B = 0. Por (i) de la definicion 6,
0 2w =0,
£<
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y por el teorema 27,
@ a-0 =0,
y asi, (1) y (2) establecen la parte I.
Parte 2. Supongamos que el teorema es

vélido para 8. Entonces. por (ii) de la defini-
cion 6,

Zap = Zag+ oy
£<p £<s
= Zar+a por la hipdtesis
LS del teorema
=a B +a por la hipotesis
inductiva
=a-p por la definici6n 3.

Parte 3. Si B es un ordinal limite, entonces

aff=Ua-y por definicién

= de multiplicacion
= U Za; por la hipétesis
paz sy inductiva
=Z por (iii) de la
£<8 definici6n 6.

Q.E.D,

El teorema siguienté es semejante al teo-
rema 22 en su formulacién y demostracion;
asi que la demostracion se deja como ejerci-
cio.

Teorema 45. Si p es un ordinal limite y,
para todo £ < p, ag= 0, entonces T ay
es un ordinal limite. ST
Para formular una ley asociativa de la su-
ma de una sucesion de ordinales, existe cier-
ta dificultad para hallar una notacién apre-
piada. Para ilustrar estas ideas, consideremos
la suma finita: .
a, + o, 4 o, + oy + o, + A,

St Yo= 0 + &, + @,
Y = @ + «,
Yy = Oy,

la ley asociativa general afirma que

Yo+ Vi + Y. =@ + & + @, + o+ a, +as.
Es mas simple introducir una notacion para
ias sumas parciales de los sub-indices que
para los y¢ directamente. Sea §, €l nimero
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de términos a de y , esto es, tres; en gene-
ral, sea B el nimerc de términos a de y.
Aqui,

.Bo =3

181 =32

8, = 1.
Sean ¢, las sumas parciales de los 8. Asi,

o, = Z 8.

<y
En nuestro ejemplo,
Jy, = 0
0, =3
o, =5+ Bi=5
03=Bo+,31+)89=6.

Nuestro ejemplo puede entonces represen-
tarse por:

(Z asq+e).

<3 <8

E ag = E
§<8
En esta notacién tenemos la ley asociativa
general siguiente.

Teorema 46. Si A = E B, y, parav<p,
n<p

o, = = B,. entonces

n<r
Zag= 2T (T an)
£<n v<u £<B -

Demostracién. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que,para todo 1 < i, B,# 0.
Procedemos por induccién transfinita sobre
.

Parte 1. p = 0. La demostracién es inme-
diata.

Parte 2. Supongamos que el teorema es va-
lido para p.

Entonces,
A=2Z2 8= 28,48
n<pt a<n
Ademas,
Z o= XN oo
g £ <ay +a
= Za + T a+
t <oy £<Fu
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= 2 (2 o)+ Z o por la

r<p  E<Bs £<Bu hipétesis

= 3 (E ao,t). inductiva
r<pl  E<Hy

Parte 3. Sea p un ordinal limite. Entonces;
0] r=28,=U Z3,

n<u 3<p n<s
En virtud del teorema 45, A es un ordinal k-
mite.
Tenemos entonces:

2 af = U E ag
E<2 3<u £<od
por (i) y (iii) de
la definicién 6
=U Z C o
Iy v<<d E<P
por la hipotesis
inductiva
= Z (2 as)
p<p £<f

por (iii) de la
definicion 6.
Q.E.D.

Puede usarse la ley asociativa general pa-
rala adicién para demostrar una ley dis-
tributiva general, de la cual ¢l teorema 34 es
un caso especial. En relacién con esto debe
notarse que la adicion binaria se obtiene de
la operacién Z considerando solamente suce-
siones de longitud dos. La demostracion de
esta ley distributiva se deja como ejercicio.

Teorema 47.
[ z Bn =2 a- ﬁ'l‘
<y 2 <p

Anéalogo a la definicién de suma de una su-
cesion de ordinales, definimos el producto de
una sucesion tal.

Definicién 7. La operacion producie infi-
nito para ordinales se define para cual-
quier p-sucesion de ordinales (o), < , por
medio del siguiente esquema recurrenle:
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(i) H o =1,
£<0

(i) siv < u, entonces

Te = Iee e

£t [
(iii) si v es un ordinal limite y v = p, en-
tonces G
H o = U H 3]
<y e £<n

a menos que ap = 0 para algtin ¢ <Ly,

en cuyo caso [T e = 0.
£<n

Formulamos sin demostracién algunos teo-
remas sobre esta operacion de producto infi-
nito. Las demostraciones son analogas en
estructura a las que se dan sobre sumas infi-
nitas.

Teorema 48. Sea el <g la B-sucesion tal
que, para todo § < f, oy = a. Entonces,

o = [T o
El siguiente teorema establece la ley asociati-
va general para productos.

Teorema 49, SiA = 2 8, v, parav <

o, = £ B,, entonces "**

n<r
H ag = H (H optt).
E<h v<u  E<B.

Hay también una ley de potencias, de la cual
. aB+1 —_ aﬂ ca
es un caso especial.
Teorema 50, Si A = X 8, , entonces o*
n<u
- 10 o>
n<p

Como teorema final resumimos algunos
resultados particulares interesantes y las de-
mostraciones de ellos que no son dificiles,

Teorema 51.
(1) Sipara ¢ < w a =%+ 1, entonces

Zeg=14+24+3+-=0
E<uw
MMa=1-2:3-+-+=ec.
f<e
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(i) Sipara § <w, ag = n, enionces

z op=n +n+4+n+4-- .=¢.,paran>0,
£ <w

Ma=n-n-n-. =0 paran>1.
£<u

(iii) Sipara § <w, oy = «, enfonces

Zy=wtotot---=ao

t{<w

Hae=m-w.w...-:m"_

£<w .

Es conveniente notar que las cinco opera-
ciones sobre numeros ordinales definidas en
esta seccion tienen clausulas esencialmente
idénticas en sus definiens con respecto a los
ordinales limite. Podemos definir 1a nocion
de una sucesi6én transfinita de ordinales que
tienie un limite y entonces definir la continui-
dad de una funcion de ordinales. Usando es-
tas ideas, la clausula que acabamos de men-
cionar puede sustituirse por el requerimiento
de que la funcién sea continua (en la varia-
ble apropiada si es una funcién de varias
variables).

Brevemente indicamos las definiciones per-
tinentes. Sea {ag}¢<, wha p-sucesion de ordi-
nales donde p es un ordinal limite. Entonces,
a es el limite de esta sucesion; en simbolos,

a = lim o
E<p
si y solamente si, para todo § <{ g, a; = «a
y para todo B < « existe un v < u tal que,
si v < £, entonces 8 < o
Sea f una funcion sobre algin ordinal a
y tal que su recorrido sea un conjunto de or-
dinales, Entonces, [ es confinua si y solamen-
te si, para todo ntimero limite A < a,

SO = lim f©).

Asi, sin usar una notacién rigurosa, pode-
mos afirmar que « + 8 es continua en 8,y
de modo similar para a - By «® Porotra
parte, estas tres operaciones no son conti-

nuas en a, pues
imE+D=ws*w+l
%ién(g-Z) = w2

tim ¢ = ok
El<mu§ wHEw
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EJERCICIOS

1. Se han dado varios contra-gjemplos sin demostra-
cion a través de esta seccién. Haciendo uso de teoremas
cualesquiera, demostrar los siguicntes:

@ l+o=24+0

® n+e=w

© l+eCw+1

{d) sins=0,entoncesn + w < w + n
€) 20 =3w

{f} sin =0, entonces nw = w

(g 2wlw-2

th w-2=w+w

B Q+Do<lotlow

2. Demostrar los teoremas 20 y 21.

3. Es verdadero el reciproco del teorema 22? Si lo
es, demostrarlo; si no, dar un contra-ejemplo.
Demostrar el teorema 27.

Demostrar el teorema 28.
Demostrar los teoremas 30 y 31.
Demostrar los teoremas 32 y 33.
Demostrar el teorema 35.
9. Demostrar las dos leyes de cancelacién siguientes
para la multiplicacion ordinal:
(a) SiaB > ay, entonces f > v.
(b} Siay > By, entonces « > §.
10.  Demostrar que, si y '< af, entonces existe un uni-
coa <{eyuninico 8 < Btalesquey = aff + a.
L1, Sia > 0, entonces para cualquier ordinal 8 existe
un Anico y y un @nico § < a tales que,

B=ay + 8
12.  Si a es un ordinal limite, entonces existe un tinico
Btal que & = wh.

o0 ~1 o b

13, Demostrar el teorema 36.
14. Demostrar el teorema 37.
15. Demostrar el teorema 38.
16. Demostrar el teorema 39.
17. Demostrar el teorema 40.
18. Demostrar que (w-2F 7= w®-2°
19. Demostrar el teorema 41.
20. Demostrar el teorema 42.
21, Demostrar el teorema 45.
22, Demostrar el teorema 47.
23. Demostrar el teorema 48.
24 Demostrar el teorema 49.
25. Demostrar el teorema 50.
26. Demostrar el teorema 51.
27. Demostrar que, si para { <{ @, ag = o, entonces
2 =@ W= Wt
£<w
28. Demostrar que, si para § < @ + w, ap = @, en-
tonces
Il a;:w-m-w---w-w-w---=w"'+".
E<wtw
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29. Demostrar que, si para £ < w, o = wf, entonces

= =1 4+ w0 + w0 4w = ¥

£<ow

30. Definimos: 8 es un residuo de y si y solamente
si >0 yexisteunatalque a + 8 = v.

Demostrar que si @ >> B, a y 8 son residuos de v, en-
tonces £ es un residuo de a.

31, Definimos: « es aditivamente indescomponible si
y solamente si o > 0 y a no es la suma de dos ordinales
menores que £L

(ay ;Cuales enteros, si los hay, son aditivamente
indescomponibles?

(t) Demostrar que w es aditivamente indescom-
ponible.

(¢) {Cuéi es el mas pequedio ordinal mayor que
w que es aditlivamente indescomponible?

(d) Usando la definicion del ejercicio 30, carac-
terizar los residuos de un ordinal aditivamen-
te indescomponible.

{e) Demostrar que, si f es aditivamente indescom-
ponible y a > B, entonces a + f = 8.

(f) Demostrar que, si 8 >> 1 es aditivamente in-
descomponible y a« > 0, entonces aff es adi-
tivamente indescomponible.

() Demostrar que, para todo «, «@ es aditivamen-
te indescomponible,

§ 7.3 Nimeros cardinales de nuevo y alefs.
Sin usar el axioma especial para cardinales
o el axioma de escogencia, se puede hacer
una cierta cantidad de teoria de los nime-
ros cardinales, definiendo los niumeros car-
dinales como ordinales iniciales. Un ordinal
inicial es uno que no es equipotente con al-
gun ordinal menor gue él. Sin embargo, sin
el axioma de escogencia no podemos mostrar
que todo conjunto tiene un namero cardinal
y asi no podemos desarrollar una aritmética
cardinal razonable.

Por otra parte, podemos definir los alefs.
En teoria de conjuntos intuitiva clasica, un
alef es el nimero cardinal de un conjunto in-
finito bien ordenado. Esta no sera nuestra
definicion, pero vendra proximamente como
un teorema. En otras palabras, definiremos
los alefs puramente en términos de niimeros
ordinales y entonces demostraremos (en la
seccién siguiente) que el nimero cardinal de
cualquier conjunto infinito bien ordenado es
un alef. Es verdad que N» fue definido en la
definicion 28 de § 5.3 como el numero car-
dinal de w (esta definicién dependia del axio-
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ma especial para cardinales), pero el caracter
real de los alefs, como la sucesiéon de name-
ros cardinales transfinitos no fue indicada en
manera alguna por esta definicion inicial.

Para evitar cualquier confusion se hace én-
fasis en que el material de esta seccion es
completamente independiente de § 4.3, § 4.4
y §35.3, los cuales dependen del axioma es-
pecial para cardinales.

Definicion 8. x es un numero cardinal si

y solamente si x es un ordinal y, para to-

do ordinal o, si X = o, entonces x = a.
Tenemos dos teoremas sencillos:

Teorema 52. Todo numero natural es un
numero cardinal.

Teorema 53. w es un numero cardinal.

También tenemos, sin ¢l axioma de esco-
gencia, la ley de tricotomia para nimeros
cardinales.

Teorema 54. Si o y B son numeros car-
dinales entonces se cumple exactamente
una de las siguientes posibilidades: o <
BB <a,a =8
Demostracién. Ya que « y B son ordinales,
entonces, « &8 o 8 C a. Asi, por ¢l teorema
16 de § 4.1, se cumple « < f 0 B < «, a partir
de lo cual el teorema se sigue facilmente.
QE.D.

El hecho de que el teorema 54 pueda de-
mostrarse sin el axioma de escogencia no sig-
nifica que se pueda demostrar sin ese axio-
ma la tricotomia, en términos de equipotencia,
para conjuntos arbitrarios.

Definimos los cardinales transfinitos de
una manera que estd de acuerdo con la defi-
nicién 27 de § 5.3. La ultima definicién afir-
ma que un cardinal transfinito es uno que
es el cardinal de un conjunto infinito, segiin
Dedekind. La presente definicion requiere
que el cardinal sea =w, lo que implica que «
sea un subconjunto de él. Pero de acuerdo
con los teoremas 47 y 48 de § 5.3, todos, y
no solamente aquellos conjuntos que tienen
un subconjunto enumerable como , son in-
finitos segin Dedekind.
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Definicién 9. x es un cardinal transfinito

si y solamente 5i x es un numero cardinal

¥y X = .
Und de nuestros objetivos es demostrar que
no hay un cardinal transfinito mayor que
todos. Para este fin, asociamos con cada con-
junto el conjunto de ordinales equipotente
o menos potente que él. Esta nocidn sera el
artificio que nos permite evitar el axioma de
escogencia; ¢l enfoque se origind con Har-
togs [1915], quien hace uso en su demostra-
cion del hecho que la ley de tricotomia im-
plica que todo conjunto es bien ordenado.
(La usamos también para la demostracién
correspondiente en el capitulo siguiente.)

Definicién 10.

3(A) ={a: a < A}.

Se requiere una aplicacién mas bien sutil
del esquema axiomaAtico de sustitucidén para
demostrar que 3c(4) no es vacio. El esquema
axiomdtico de separacién no puede usarse,
pues no existe el conjunto apropiado de or-
dinales. Ademas, la aplicacion del esquema
axiomético de sustitucion no es directa, por-
que, para un subconjunto dado B de A, pue-
de haber muchos ordinales diferentes equi-
potentes con él; esto es, no podemos usar
simplemente, para B en el conjunto potencia
de A4,

¢(B, o) si y solamente 5i B = a.
Un camino indirecto pero exitoso es consi-
derar subconjuntos bien ordenados de 4 como
se muestra en la siguiente demostracion.
Teorema 55. a ¢ 3¢ (A) si y solamente si
a <A,
Demostracién. Para comenzar, es claro que
(1) @ < A si y sclamente si existen conjun-
tos B y R tales que
) Bc4,
(ii) R bien-ordena B
(iii) (&, Ea) es semejante a (B, R).
(La semejanza fue definida en § 5.1.) Ahora
definimos:

(2) W({A4) = [B, R):B S 4 &R bien-

ordena B& RCA X A}.
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En virtud del esquema axiomdtico de sepa-
racién y del axioma del conjunto potencia se
sigue que
(3) z€W(A) siysolamente si existen
conjuntos By R tales que
@) z=(BR),
(iiy BC4,
(iii) R bien-ordena B.
La demostracién de (3) se sigue de tomar
como el conjunto bédsico para el esquema
axiomatico de separacion

(A} X @(A X 4),

puesto que
“ Bc o4
y
(5) RE®(4d x A.

Para la aplicacidén del esquema axiomatico
de sustitucion tomamos ahora para o:

(6) o(x, @) si y solamente si x es seme-
jante a {a, 8a).

Claramente, a partirde las propiedades fun-
damentales de los ordinales, dos ordinales
diferentes no puden ser semejantes bajo la
relacion de pertenencia, asi que @(x, o)y
®(x, B), entonces a = B. Por consiguiente,
por el esquema axiomditico de sustitucion
existe un conjunto C tal que

N e Ce (Ar)z  W(A) &2
es semejante a {a, &a)).

De (1), (3} y (7) se sigue que
(8) & € Csiy solamente si « < 4,
y el teorema se sigue a partir de (8). - QED.
Teorema 56. 3C (A) es un ordinal.

Demostracion. Sia € 3£(A4)y B < a, en-
tonces B € 3¢(A4), pues si @ € 3 (4), enton-
ces existe un subconjunto B de 4 tal que ¢ =
B bajo alguna funcién, digamos f; pero en-
tonces f| B garantiza que f € i (4 ). Por con-
siguiente, 3¢ (4 ) es completo y, puesto que es
un conjunto de ordinales, es conexo por la
relacion de pertenencia. De donde, siendo
completo y conexo, es un ordinal. Q.E.D.
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El siguiente teorema afirma que no 3¢ (4)
< A; debe notarse que el axioma de escogen-
cia se necesita para demostrar el resultado
mas fuerte 4 < 3c(A4), aun cuando esto pue-
de establecerse para conjuntos bien ordena-
dos, asi que a forsiori para ordinales, sin el
axioma de escogencia.

Teorema 57, No sc{A)<A.

Demeostracién. Puesto que 3 (4) es un or-
dinal, en virtud del teorema 55,

(1) 3c(A)< 4 siysolamente si H(A) € 5

(4),

pero ninglin ordinal es un elemento de si
mismo; en consecuencia el teorema se sigue,
de una vez, a partir de (1). Q.ED.

Ahora demostramos que 3¢ (A4) es el menor
ordinal que tiene la propiedad de no ser £ A.

Teorema 58. St no a< A, entonces  (A)
<L a.

Demostracion. Supongamos que « < 3C(A).
Entonces, puesto que 3¢(A4) es un ordinal,
a € 3¢ (A); pero entonces, en virtud de la de-
finicién de 3C(4), a £ 4, lo que contradice la
hipétesis del teorema. Q.ED.

Se sigue facilmente a partir del teorema
que se acaba de demostrar, que

Teorema 59. JC(A) es un numero cardinal.

Ademaés, los teoremas que hemos demostra-
do llevan directamente a la consecuencia,
interesante filosoficamente, de que

Teorema 60. No existe ningiin niimero
cardinal que sea mayor que todos.

Demostracion. Supongamos, si es posible,
que hubiera un nimero cardinal mayor que
todos, digamos a. Entonces, por el teorema 57,

M 00 §t(a) £
y por el teorema 59, 3 (a) es un niimero car-
dinal, de donde, por el teorema 54 y (1),

a < H(a),
lo que es contraric a nuestra suposicién acer-
ca de a. Q.E.D.

Para definir los alefs es til introducir pri-
mero la nocién del menor ordinal que satis-
face una formula. Habria sido posible una
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consideracion anterior de esta nocién y en
realidad habria sido conveniente, ocasional-
mente.

Esquema de definicién 11.
pa{@(e)) = B < [@(B) & (V¥ v){p(v) —>
B = VI-(Ia)p(e) & B = 0]
Asi,
palae > 2) = 3,
pe(B>a) =a + 1,
Se demuestra facilmente que
Esquema teorematico 61. Si ¢(B), enton-
ces pa(pla)) = 8.
Esquema teorematico 62. Si (3 a)q(a),
entonces (pa(p(a))).
Ahora definimos:

Definicion 12. La operacidn alef se define
por medio del siguiente esquema recu-
rrente:”®

1) We=uw,
(i) N = pal8 > W),

(iil) si a es un ordinal limite,
N.=U g
e

Primero demostramos:

Teorema 63. Existe un B tal que, para
todo v, 5si ¥ € a, entonces B> N, .
Demostracién. Necesitamos considerar so-
lamente @ > 0. En virtud del esquema axio-
matico de sustitucidn existe un conjunto no
vacio 4, tal que

A=[n GNyeadkqs= N1
Ahora, a partir de resultados anteriores sobre
ordinales, U4 es un ordinal y ademas, sin €
A entonces

n = UA.
Asi que, si no hubiera 8 > U A, entonces p (§

= uUAd &% = U4) seria el mayor cardinal
transfinito, contrario al teorema 60. Q.E.D.

* Para ¢star de acuerdo con la notacion tradicional es-
cribimos ‘W’ en vez de ‘N(a)’.

INDUCCION TRANSFINITA Y ARITMETICA ORDINAL 143

Se sigue de este teorema, de la definicion
12 y de algunos resultados anteriores sobre
ordinales, que

Teorema 64. Si ¢ > 0, entonces
Ne = (VY y €a—8 > W)

Este teorema, junto con (i) de la definicion,
puede usarse como la definicion de la opera-
cién alef.
Nos restringimos a unos pocos resultados
ulteriores que se formulan sin demostracién.
A partir de la definicién 12 y de los teore-
mas 63 y 64 se sigue inmediatamente que

Teorema 65. W.es un cardinal transfi-
nito.

Teorema 66. Si « < B, entonces Na< Np.

Teorema 67. No existe cardinal transfi-
nito B tal que ¥, <B < Way1-
La demostracion del siguiente teorema pre-
senta mayor dificultad.

Teorema 68. Todo cardinal transfinito
es un alef, o sea, para todo cardinal trans-
finito a existe un B tal que a = Vg
Retornamos brevemeénte a los alefs al final
de la seccion signiente. Mencionamos aqui
que cualquier namero ordinal cuya cardina-
lidad sea Wo se dice que es un nimero ordi-
nal de la segunda clase. (Los ordinales finitos
son los niimeros de la primera clase.) Se co-
nocen muchos resultados matematicos acerca
de los nimeros naturales de la segunda clase,
pero estin sin resolver muchos problemas di-
ficiles que conciernén a ellos. (Algunas refe-
rencias son: Sierpinski [1928], Church y Klee-
ne [1937], Church [1938], Denjoy [1946].)

EJERCICIOS

1. Demostrar los teoremas 52 y 53.

2. Dar una demostracion detailada de (1) en la de-
mostractén del teorema 53.

3. Demostrar el teorema 59.

4. Demostrar que, si ACB, entonces §0(4) = JC(B).
5. iEs verdadero que, si 4 € B, entonces JC(4) < 3¢
(8 '

6. Es verdadero que, si 4 C B, entonces JC(4) < 3C
(8)?

7. Es verdadero que 3C(4 U B) = JC(4) + IC(B)?
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8. Demostrar el teorema 61.
9. Demostrar el teorema 62.
10.  Demostrar el teorema 64.
11, Demostrar el teorema 66.
12. Demostrar el teorema 67.
13. Demostrar que, si « es un ordinal limite, entonces
no existe cardinal transfinito 8 tal que para todo v € a,

N, <B<Na

14, Para todo cardinal « existe un ordinal 8 tal que
a < ﬂﬂ.
15. Demostrar el teorema 68.

§ 7.4 Conjuntos bien ordenados. Para co-
menzar, podemos formular el principio de in-
duccitn transfinita para conjuntos bien or-
denados. La demostracién es semejante a la
del teorema 1. Debe notarse que el teorema
69 implica el teorema 1.

Teorema 69. [Principio de induccion
transfinita: cuarta formulacion]. Si
(i} R bien-ordena A,
(i) (Vyly€d &(V2)z € A&zRy—
€ B) > y & B], enionces A< B.
El enunciado (y la demostracion) de un prin-
cipio para conjuntos bien ordenados seme-
jante al teorema, 4 se deja como ejercicio.
Formulamos pero no demostramos que,si
un conjunto ordenado satisface el principio
de induccion transfinita, entonces es bien or-
denado. Informalmente hablando, este teo-
rema, combinado con el teorema 69, mues-
tra que para aplicar la induccidn transfinita
a un conjunto ordenado es necesario y sufi-
ciente que ¢l conjunto sea bien ordenado.

Teorema 70. Sea R una ordenacion es-
tricta simple de A y supongamos que A
tiene un R-primer elemento. Ademds, sean
A y R tales que, para cualquier conjunto
B si(vlyec A& (VxX)xcA&xRy
~» X € B)— y € B], entonces AC B. En-
tonces R bien-ordena A.

Usando la nocién de un segmento, que fue
introducida en la definicion 32 del capitulo
3, podemos formular la recurrencia transfi-
nita de una manera semejante al teorema 8.

Esquema teoremdtico 71. [Recurrencia
transfinita: sexta formulacién)]. Sea 7
cualquier término y supongamos que R
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bien-ordena A. Entonces existe una unica
Sfuncién F sobre A tal que, para todo ele -
mento x de A,

F(x) = 7(F| 8 (4,R.x.)).

Usaremos este teorema en el capitulo 8, en
la demostracién de que, si todo conjunto pue-
de ser bien ordenado, entonces es valido ¢l
lema de Zorn.

La nocién de una funcién creciente, fami-
liar en los contextos numéricos, se generaliza
facilmente a conjuntos ordenados.

Definicién 13. f es una funcion creciente
sobre A = (A, R} siy solamente si
(1) fes una funcion sobre A.

({y ®fC4,
(iil) six,y € 4 y x Ry, entonces f(x}
Rf ().

Ahora demostramos un teorema funda-
mental para tales funciones.
Teorema 72. Si R bien-ordena A y fes

una funcién creciente sobre (4,R), enton-
ces no existe elemento x alguno en A tal

que f(x)Rx.

Demostracién, Supongamos, por via de
contradiceion, que hubiera un elemento x en
A tal que

) f)Rx.

Sea

B = {x: f(x) Rx}.
En virtud de (1), B =0, o sea que tiene un
R-primer elemento, digamos x,. Asi que te-
nemos,

) f(x)Rx,.
Sea

3 x, = f(x1),
por tanto,

x,Rx,,

y puesto que f es creciente,

4 F(x)Rf(x1).
A partir de (3) y (4) tenemos entonces,

f(xo)Rxo;
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pero entonces X, € By x, no es el R-primer
elemento de B, lo que es absurdo. Q.E.D.

Ahora formulamos algunos teoremas rela-
tivos a la semejanza (definicién 1 de § 5.1) y
a las funciones crecientes.

Teorema 73. Si R bien-ordena A y [ es
una funcion creciente sobre (A,R) , enton-
ces {4,R) es semejante, bajo f. a {Rf.R) .

Demostracién, Necesifamos verificar (a) —
(c) dela definicidn 1 de § 5.1; (b) se sigue de
una vez de la definicién de funciones cre-
cientes. Para establecer (a), esto es, que fes
1- 1, considérense dos elementos diferentes x,
» € A. Puesio que x %= y, debemos tener xRy
o yRx. Para precisar, supongamos que xRy.
Pero entonces, f(x)R f(») y ya que R es anti-
reflexiva, f(x) = f(»). En relacidén con (c)
ya tenemos que, si xRy, entonces f(X)Rf( ).
Necesitamos la reciproca. Supongamos f(x)
Rf( ). Entonces, x 7= y en virtud de la anti-
reflexividad de R. 8i y R x, entonces f{¥)R
J(x), pero esto es imposible, ya que R es asi-
métrica. Por tanto, ya que R es conexa, xRy.
QED.
Dejamos como ejercicio la demostracion
de lo que es esencialmente el reciproco.
Teorema 74. Si R bien-ordena A, B es
un subconjunto de A 'y (A,R) es semejan-
te bajo fa (B,R) , entonces f es una fun -
cion creciente sobre {(A,R).
Podemos usar los teoremas 72 y 74 para
demostrar:
Teorema 75. $i R bien-ordena A y (A,R)
es semejante a si mismo bajo f, entonces
Jes la funcidn idéntica 9 A.

Demostracién, Necesitamos demostrar que,
para todo x en A4,

S = x
Sobre la base de los tecremas 72 y 74 no
existe elemento x en A tal que
(1) S)Rx.
Supongamos ahora que hay un elemento x
en A tal que

2) xRf(x).

INDUCCION TRANSFINITA Y ARITMETICA ORDINAI 145

En vista de la hipétesis del teorema, la fun-
cidn inversa f7* es tal que {4, R) es semejan-
te a si mismoe bajo f'. Asi, en vista del teo-
rema 74,

SR,

esto es,

3) J TR,
pero (3) es imposible de acuerdo con el teo-
rema 72. Asi que nuestra suposicion es falsa
y no valen ni (1) ni (2), para ningun x de A.
Puesto que R es conexa en A, debe seguirse
que f(x) = x. Q.ED.

Se sigue, a partir del teorema que se acaba
de demostrar, que

Teorema 76. Si R bien-ordena A y S
bien-ordena B, entonces existe a lo mds
una funcion f tal que {A,R) es semejante,
bajo fa {B.S).
En otras palabras, dos conjuntos bien orde-
nados pueden ser semejantes a lo mas en un
respecto.
La aplicacion relativa al teorema prece-
dente da: s

Teorema 77. Ningin conjunto bien orde-
nado es semejante a uno de sus segmen-
tos; esto es, si R bien-ordena A, entonces,
para cualquier x en A, {A,R) no es se-
mejante a (S(A,R,x),R)} .

Tenemos también:

Teorema 78. Si R bien-ordena A, enton-
ces el conjunto de todos los R-segmentos
de A, ordenados por inclusion propia, es
semejante a (A, R).
(La inclusion propia restringida a subconjun-
tos de A se hace facilmente una relacién de
la teorfa de conjuntos, digamos C |4, corres-
pondiente a g4, §4, < |A)

Teorema 79, Si
(i) R bien-ordena A,
(ii) S bien-ordena B,
(i) para cada x en A existe un y en
B ial que {8(A,R,x),R) es seme-
Jjanie a ($(B,5,)),S),



146

(iv) para cada y en B existe un x en A
tal que (8(B,8,4),5) es semejante
a {(8(A,Rz),R),

entonces, A = (A, R) es semejante a

B = (B, S).

Demostracion. Sobre ]a base del teorema
77, es claro que (iii) y (iv) implican que exis-
te una funcién 1-1 f de A sobre B tal que (§
(A,R,z),R) es semejante a ($(B,S.f (x) )8 ).
Queremos mostrar que {4, R) es semejante,
bajo ffa (B,S). Sea x,, x, €4, con x,Rx,.
Entonces,

(1) S8(A,R,x,) C 8(4,R2,),
por tanto, por la hipotesis y el teorema 77,

(2)  8(B,Sf(z\)) C8(B,S,f(zy))
asi que, a partir de la definicién de segmen-
tos,

3) Fx)S flxa).
Ademas, (3) implica (2), el cual implica (1).
Asi, para x,,x, €4, x,Rx, siy solamente si
Sf(x)S f(x.), lo que establece el teorema.

. Q.E.D.

Ahora estamos en posiciéon de demostrar
¢l teorema fundamental para conjuntos bien
ordenados, a saber, que dos conjuntos bien
ordenados son semejantes, 0 uno es semejan-
te a un segmento del otro. (Debe notarse que
este teorema es el analogo, para conjuntos
bien ordenados, de la ley de tricotomia para
conjuntos no ordenados.) La demostracion
de este teorema fundamental no depende del
esquema axiomaAtico de sustitucion.

Teorema 80. Supongamos que R bien-or-
dena A y 8 bien-ordena B. Entonces vale
una sola de las siguientés situaciones

() (A, R) es semejante a {B, S),

(i) existe un x en A tal que (8(4,R,x),
R) es semejante a (B. §)o0
existe un y en B ial que (A, R} es
semejante a {§(B,S,y), S).

(iii)

Demostracién. Supongamos que {4, R) no
es semejante a{ B, § ) . Entonces, sobre la ba-
se del teorema 79, existe un segmento $(4, R,x)
con x en 4, que no es semejante a segmento
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alguno 8(B,8,y) para y en B, o bien, existe un
segmento 8(B,5,y) no semejante a segmento
alguno 8(4,R,x). Queremos demostrar que la
primera alternativa implica (ii}; la demostra-
cién que la segunda implica (iii) es idéntica.

Sea 5(A4,R,x,) el segmento mas pequeiio no
semejante a segmento alguno 8(B,S,y) para
algin y en B. (La buena ordenacion de los
segmentos de {4, R} o (B, §) se sigue del
teorema 78; en relacidén con esto véase tam-
bién el ejercicio 6 al final de esta seccion.)
Queremos demostrar que todo segmento
$(B,S,y) es semejante a algin segmento §(4,
R.x). Supongamos, por via de contradiccién,
que hubiera un segmento $(&,5,y) no seme-
jante a algiin segmento 8 (4,R,x). Sea 8 (8,5,
».) el mas pequeiio de tales segmentos. En-
tonces, cada segmento 8 (B, S.y) del conjunto
$(B.S,y,) es semejante a un segmento s(A,
R,x), y en cada caso,

Q)] $(A,R.x)C 8(4,R.x,),
pues,de otra manera, $(4,R,x,) seria seme-
jante a algln segmento $(B,S,y), contrario a
nuestra hipotesis acerca de €l Por un argu-
mento correspondiente, todo segmento § (4,
R,x) del conjunto S (4,R,x,) es semejante a
algian segmento del conjunto §(B,S,y,): por
tanto, podemos usar el teorema 79 para de-
mostrar que 8(A4,R,x,) es semejante a S(B.S,
¥,). Pero esta semejanza contradice la defini-
¢cidn de $(A4, R, x,), y concluimos que nuestra
suposicion de que existe un segmento tal co-
mo $(B,S,p,) es falsa. En consecuencia con-
cluimos que todo segmento §(B,S,y) es seme-
jante a algin segmento §(A4,R.x)y porel
argumento que establece (1), $(4,R,x) debe
ser un segmento de $(4,R,x,). Ya que $(4,R,
X,) es el mas pequefio segmento de 4 no se-
mejante a algin segmento de B, concluimos,
en virtud del teorema 79, de nuevo, que {(S(4,
R,x,), R} es semejante a {B,S), lo que esta-
blece (ii), previsto gue se cumpla la primera
de las dos alternativas formuladas al comien-
zo de la demostracion. Q.E.D.

Ahora demostramos un teorema de repre-
sentacion para conjuntos bien ordenados en
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términos de nimeros ordinales. La demos-
tracion usa el esquema axiomatico de susti-
tucidén.

Teorema 81. Si R bien-ordena A, entonces
existe un unico ordinal o tal que (A, R)
es semejante a (&, Ea).

Demostracion. La idea de la demostracion
se opone a la discusion informal de § 5.1 di-
rigida a justificar intuitivamente la construe-
cion de los ordinales debida a von Neumann.
Usamos la sexta formulaciéon de la recurren-
cia transfinita (teorema 71) para definir sobre
A una funciéon ftal que, para x en 4,

(M [ = ®Y] 5 (ARX).
Debemos demostrar que fes 1-1. Suponga-
mos que no. Entonces, sea y el menor ele-
mento bajo la ordenacién R de 4 tal que,
para algiin x, xRy y f(x) = f(»). Se siguve,
de una vez, a partir de (1) que, entonces,

2 S&) = f(x),
donde x’ es el sucesor inmediato de x bajo la
ordenacién R; pero es claro también, a par-
tir de (1), que

(3) J&x) =) ulfx).
Sin embargo, (2) y (3) son conjuntamente ab-
surdas, de donde concluimos:

C)) fes 1-1.

En segundo lugar, no es dificil demostrar que
f(x) es un ordinal, a saber, que es completo
y conexo por la relacion de pertenencia. Sea
B un elemento de f(x), o sea,

B € Af]$(4.R X)),
por tanto, debe haber un y en § (4, R, x}, 0
sea, yRx, tal que f( y) = B; pero, claramen-
te, si yRx, entonces 8(4,R.y) C 8(A,R.x), asi

que
B = Q{fls(A,R,y) C R(fIS(4,E,7)),

lo que muestra que B es un subconjunto de
f{x) y, por tanto, que f(x) es completo. Para
mostrar que f{x) es conexo por la relacion
de perienencia, sea 4,B € f(x). Entonces
existen elementos @ y b en 8(4,R,x) tales que
fla) = 4 y f(b) = B. Supongamos 4 #= B.
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Entonces, 7= = b y por la conectividad de R
en A, aRb o bRu. Si aRb, entonces, en virtud
de (1) y del caracter 1-1 de f f(a) € f(b). Si
bRa, entonces f(b)< f(a), de donde f(x) es
conexo por la relacidn de pertenencia. Ade-
mas, el argumento que se acaba de dar mues-
tra que, si xRy, entonces, f(x),&f ( y). Por
otra parte, si f(x)}<f( ), entonces xRy. Pues
supongamos que no. Entonces, x=y 0 yRx,
a partir de la conectividad de R. Si lo prime-
ro, entonces f{x)= f(y);silo ultimo, f(y)
€ f(x); cualquiera de las dos conclusiones es
absurda bajo la hipétesis de que f(x) € /()
Asi hemos establecido para cualesquiera x,y
en A4

(5) xRy siysolamente si f(x) e f(y)-

Finalmente, queremos demostrar que el re-
corrido de la funcién f, ®(f), es un ordinal.
Yaque cada elemento de R(f) es un ordinal,
®R(S) es conexo por la relacién de pertenen-
cia. Sea o un elemento de ®R(f). Demostra-
mos por induccidn transfinita que a es un
subconjunto de ®( ). Se sigue, de una vez, a
partir de (1), que 0 € ®(f). En segundo lugar,
si B < aypB € ®R(S) entonces existe un x
en A tal que f(x) = B, y f(x) = p' sobre
la base de (3), de donde, 8' € (). Final-
mente, si B es un ordinal limite, B = a ¥y,
para todo y < B, v € ®R(f), entonces

Us(4,RJ ()
y<8

es un R-segmento de A; en consecuencia,
existe un y en A tal que 8 = f(»). de donde,
B € ®(f). Hemos establecido que

(6) ®(f) es un ordinal.

Nuestro teorema se sipue, de una vez, a par-
tir de (4), (5) y (6) pues la unicidad del or-
dinal G(f) es obvia. Q.E.D.

Notese que el teorema fundamental para
conjuntos bien ordenados (teorema 80) se
sigue mas bien directamente de esie teorema
de representacion.

Concluimos esta seccién con unos pocos
teoremas sobre cardinales y alefs. A partir
del teorema de representacion que se acaba
de demostrar se sigue facilmente que
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Teorema 82. Si R bien-ordena A, enton-
ces existe un unico mimero cardinal o tal
que & = A.

Este teorema justifica la definicion del nb-
mero cardinal de un conjunto bien ordenado.

Definicion 14. Si R bien-ordena A, en-
tonces A = x si y solamente si x es un
nimero cardinal y x = A.

Algunos teoremas obvios son:

Teorema 83. Si R bien-ordena A y S bien-
ordena B, entonces A = B si y solamen-
tesiA = B.

Teorema 84, a < e

Finalmente, podemos combinar los resul-
tados de los teoremas 68, 81 y 82 para dar el
resultado clasico:

Teorema 85. £] niimero cardinal de un
conjunto infinito bien ordenado es un alef.

EJERCICIOS

1. Demostrar el teorema, 69.

2. Formular y demostrar un analogo del teorema 4,
para conjuntos bien ordenados.

3. Demostrar el teorema 70.

4. Demostrar el teorema 71.

3. Demostrar el teorema 74.

6. Supéngase que R bien-ordena A y sea (A4, R) se-
mejante a {8, §)}. Demostrar que S bien-ordena B.

7. Sea R una ordenacion estricta simple de A y sea f
una funcion crecienle sobre {4, R).

(i) ;Esfuna funcién 1-1?7
(ii) Silo es, jes la inversa de f una funcién crecien-
e?

8. Demostrar el teorema 76.

9. Sean Ry S ordenaciones estrictas simples de 4 y
sca funa funcién creciente tanto sobre {4. R)como so-
bre (A4, S} . ;Como estan relacionadas R y 5?

10. Demostrar ¢l teorema 77.

11. Los teoremas 72 a 77 tienen la hipétesis de que R
bien-ordena 4. ;En cudles de estos teoremas puede debili-
tarse esta hipotesis en el siguiente sentido: es R una or-
denacién estricta simple de A?

12. Demostrar que, si R bien-ordena 4 y x,y € 4, en-
tonces

() S(ARXN)CSS(A.Ry) 08(ARY) S 8(4,Rx),
(iiy x Ry si y solamente si 8 (4,R,x} C S (A.R.y),
(iii) 81 x == y, entonces §(4, R, x)} no es semejante a
8(A, R ).
13 Demostrar ¢l teorema 78.
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14. Demostrar que, si R bien-ordena A, S bien-ordena
By (A, R) es semejante a (B, S), entonces, para cada
x en A, existe un y en B tal que €s seme-
jante a { (B,Sy).5) .

15. Dar un contra-giemplo para mostrar que el teorema
79 no es valido si la hipotesis de buena ordenacion se de-
bilita a ordenacidn estricta simple.

16. Supbngase que R bien-ordena 4 y sea B un subcon-
junto de /. Demostrar que (IL R) es semejante a {4, R)
o0 a (8(A,R.x),R) para algin x en A.

17. Dada la definicién

M (a) = {x: x ¢s un cardinal transfinito & x Ca},
demostrar que para todo § existe un tinico cardinal trans-
finito « tal que (3, £3) es semejante a {M(a), &a). (Este
resultado justifica una definicion alterna de los alefs.)

§ 7.5 Resumen revisado de axiomas. En vis-
ta del hecho que dos de nuestros axiomas
iniciales pueden deducirse del esquema axio-
matico de sustitucion y del axioma del con-
junto potencia, éste parece un punto apro-
piado con respecto al cual debe revisarse el
resumen de § 2.10. Demostramos primero:

Meta-teorema 1. El esquema axiomdtico
de separacion es deducible del esquema
axiomdtico de sustitucion.

Demostracién. En el esquema axiomatico
de sustitucion tomamos g(x,y) como X = y &
YA ¥), 1o cual es claramente funcional en x.
Tenemos entonces:

(AB) iy € B> (Ar)z €A &z = y & ¢ (1)),

a partir de lo cual se sigue el esquema axio-
matico de separacién, por logica cuantifica-
cional elemental y por la logica de la identi-
dad. Q.E.D.

Dado el esquema axiomatico de separa-
cién, podria parecer que la teoria de conjun-
tos de Zermelo podria extenderse a la teorfa
de conjuntos de Zermelo-Fraenkel, por la
adicion de un namero finito de axiomas (no
esquemas axiomaticos); pero Montague [1956]
ha demostrado que tal extension finita no es
equivalente a la agregacion del esquema axio-
matico de sustitucién.

El siguiente resultado se ha mencionado
antes; se refiere al que aparece en la obra de
Zermelo [1930].
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Meta-teorema 2. El axioma de aparea-
miento es deducible del axioma del con-
Junto potencia y del esquema axiomdtico
de sustitucion.

Demostracién. En el esquema axiomatico
de sustitucion seleccionamos como conjunto
A, el conjunto potencia

(1 ®e(0) = {0, {0}}.

Sean x, y dos objetos cuyo conjunto pareja
queremos formar. Como ¢(1.v) en el esque-
ma axioméatico de sustitucién (hemos cam-
biado las variables en ¢ para evitar confu-
sién) tomamos:

@ u=0&y=x)V(@=(0)&v =y
Claramente, (2) es funcional en u, esto es,
para cada u en @®(0) existe exactamente un
v tal que @(u,v). Aplicando, como se indicé,
el esquema axicmatico de sustitucion a (1) y
(2), obtenemos precisamente que existe un
conjunto B que tiene como elementos a x y
a y, esto es, a partir de  (AB)(Vo)(v € B>
(Fuuc e & (U=0&v=x)V(H=
{0y & v = y)])) inferimos ¢l axioma de apa-
reamiento;

(BANV2) e A e=aVz=y). QE.D.

Con esas dos deducciones a mano, el siste-
ma de teoria de conjuntos desarrollado en
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estos primeros siete capitulos depende sola-
mente de siete axiomas. Ademas, puesto que
el axioma para cardinales no es un axioma
usual de la teoria de conjuntos de Zermelo,
todo uso de ese axioma se indica con el sim-
bolo t. Los siete axiomas, en orden cronolé-
gico de introduccién, son
Axioma de extensionalidad.:
(Vz)zeC Aoz By— A = B
Axioma de suma:
(FCYNVY2)x € Ceo (AB)z C R& B A)).
Axioma de conjunto potencia:
@ABVCOCE B CC A).
Axioma de regularidad:
AZ0—- Az c A& (Vy)ly €z —yg A)].
Axioma para cardinales:
K(A) = X(B)—~ A = B,
Axioma de infinitud:
(A0 € A& (YBUB < A— BU{B} € ).
Esquema axiomdtico de sustitucion: Si
(V)W (Wa)(zC A& wl(zy) & e(r2) > y = 2),
entonces (AB) (Wy) (€ B o (Ax)(zC A&
o(z,y))).



Capitulo 8

El axioma de escogencia

§ 8.1 Algunas aplicaciones del axioma de
escogencia. En los capitulos 4, 5y 7 se han
mencionado varios resultados que requieren
el axioma de escogencia para su demostra-
cion. La formulacion del axioma que usare-
mos es:

Para cualquier conjunto A, existe una
Jfuncion f tal que, para tode subconjunto
no vacio B de A4, f(B) € B.

Para referencia futura designamos esta for-
mulacién con AC,. La funcién f se llama fre-
cuentemente una funcién de escogencia o
una funcién de seleccién para el conjunto
dado A. La funcion incluye en su dominio a
todo subconjunto no vacio de 4 y selecciona
exactamente un elemento de cada subcon-
junto. Para familiarizarnos con esta funcion
de escogencia podemos considerar un ejem-
plo finito sencillo, para el cual el axioma no
se necesita. Sea

A =1{1,2]
B, = {1}
B, = {2].

Entonces existen dos funciones de escogen-
cia distintas f, y f, cuyos dominios son los
subconjuntos no vacios de A:

fl(Bl) =f2(B|) =1

Ji(By) = fo(By) = 2

J{d) =1

fo(4) =2

It
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Esta nocién de una funcion de escogencia se
formaliza facilmente.

Definicion L. f es una funcion de esco-
gencia para A si y solamente si f es una
Juncion cuyo dominio es la familia de sub-
conjuntos no vacios de A y, para cada BS
Acon B0, f(BYE B.
El axioma de escogencia puede ser formula-
do usando esta definicion. Tedo conjunto tie-
ne una funcién de escogencia, si bien enla
formulacidon dada atras no se requeria que
el dominio de f se restringiera a subconjun-
tos no vacios de 4. Sin embargo, esta ¢s una
diferencia trivial. .

Todo teorema o definicién que depende
del axioma de escogencia se indicard con ‘«’.
Sin el axioma podemos demostrar los dos
teoremas siguientes acerca de las funciones
de escogencia. Dejamos las demostraciones,
que no son dificiles, como ejercicios.

Teorema 1. Si R hien-ardena A, enton-
ces A tiene una funcion de escogencia.

Teorema 2. Todo conjunto finito tiene
una funcion de escogencia.

Histéricamente el axioma de escogencia
fue introducido primero por Zermelo [1504]
para demostrar que todo conjunto puede ser
bien ordenado. Hasta las dos o tres tltimas
décadas, probablemente la principal aplica-
cion del axioma en matematica general se
hizo a través del teorema de buena ordena-
cion y la aplicacién de la induccidn transfi-
nita a la buena ordenacién garantizada por
el teorema. Sin embargo, la tendencia recien-
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te entre los matemdticos ha sido evitar la in-
duccién transfinita y usar algin principio
maximal. (Las formulaciones precisas se dan
en la seccion siguiente.)

En los capitulos precedentes se han men-
cionado aplicaciones especificas del axioma
de escogencia. En §4.1 s¢ menciond que el
axioma se necesitaba para demostrar la ley
de tricotomia para la potencia de conjuntos,
esto es, A< B, B<L A 0 A= B, para dos con-
juntos cualesquiera 4 y B. En § 4.2 se afir-
moé que toda demostracidén conocida de que
el infinito ordinario implica el infinito de
Dedekind, requiere el axioma. En § 4.3 fue
mencionada la necesidad de usar el axioma
para demostrar la ley de tricotomia para nd-
meros cardinales, construidos por el uso del
axioma especial para ellos. Obviamente la
tricotomia para potencia de conjuntos im-
plica este resultado inmediatamente.En §5.3
notamos que el axioma se necesita para de-
mostrar que todo conjunto infinito tiené un
subconjunto enumerable. Este es el hecho
crucial que se requiere para demostrar que
el infinito ordinario implica el infinito de De-
dekind. Finalmente, se afirmé en § 7.3 que
la demostracion de que todo conjunto tiene
un némero cardinal requiere el axioma, cuan-
do los nameros cardinales se definen como
ordinales iniciales,

Nos referimos ahora a las demostraciones
de esos hechos, las cuales no se dardn aqui,
necesariamente, en el orden en que fueron
formuladas en el texto.

Comenzamos con

*Teorema 3.* Si un conjunto es infinito,
entonces tiene un subconjunto enumerable.

Demostracién. Sea 4 un conjunto infinito
y sea funa funcién de escogencia para A,
como se postuldé por el axioma de escogen-

* Hacemos notar de nuevo que distinguimos con una
estrella todos los teoremas y definiciones que dependen
del axioma de escogencia.
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cila. Ahora usamos el teorema 27 de § 5.2
para definir una funcién finica g sobre w:

80) =f4)
gm) = f(A ~{ gk} k =< n)).
(Asi, por ejemplo,

g(1) = f(A ~ {g(0)}) = f(A ~ {f(4)}).)
La idea intuitiva es la de que g asigna 0 al
elemento x, seleccionado de A4, luego 1 al
elemento x, seleccionado de A — {x,}, luego
2 al elemento x, seleccionado de A ~{x,,x,},
etc. Puesto que siempre f(B) € B, vemos que
g es 1-1. Ahora supongamos que existe un »
tal que
A~{gk)k<n=0

entonces g establece que

A=n,

contrario a la hipdtesis de que A ¢s infinito.
Entonces, para tedo n,

A ~{g(k)y k< ny#0,
de donde concluimos que el recorrido de
£ es equipotente con w, pero ¢l recorrido de g
es un subconjunto de A, lo que significa que
el teorema ha sido demostrado. Q.E.D.

A partir del teorema que se acaba de de-
mostrar y de los teoremas 46 y 47 de § 5.3,
concluimos:

*»Teorema 4. Un conjunto es infinito se-
gun Dedekind si y solamente si es infinito.

Para propdsitos subsiguientes, demostra-
mos ahora lo que Bernays ([1942], p. 141)
llama apropiadamente un teorema de nume-
racién: Todo conjunto puede ponerse en co-
rrespondencia 1-1 con algin ordinal.

*Teorema 5. [Teorema de numeracion].
Para cualquier conjunto A existe un or-
dinal o tal que a=4.

Demostracién. En virtud del axioma de
escogencia, existe una funcién F tal que,
para todo subconjunto no vacio B de 4,

F(B) € B.
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Usamos F para definir el siguiente predicado
@: ©(B.B) si y solamente si

(1) BG4,
existe una ftal que
(2) fesuna funcién sobre B,

(3 ®&f=B,
@ (¥YPly < B—f(y) = Fl4 ~ &R
/1)

Obviamente, £, si existe, es Gnica y es 1-1, de
donde, si (B, B) y ¢(B, B,), entonces § = §,
y podemos aplicar el esquema axiomatico de
sustitucion para formar el conjunto C tal que

B € C+ (3B)(B € PA & ¢(Bf)).

El resto de la demostracién sigue los linea-
mientos familiares de § 7.1 sobre induccién
transfinita, considerando U C. Los detaltes se
dejan como ejercicio. Q.E.D.

Usando el teorema de numeracion se pue-
den demostrar facilmente los dos teoremas
siguientes.

+Teorema 6. Todo conjunto puede ser
bien ordenado; esto es, para todo conjunio
A existe una relacién R tal que R bien-
ordena A.

+«Teorema 7. [Tricotomial. Para dos
conjuntos cualesquiera A y B, A< B, B<
Ao A=B.
Como otra consecuencia facil del teorema
de numeracion, tenemos:

+Teorema 8. Para cualquier conjunto A
existe un unico nimero cardinal o tal que
a=A.
Y este teorema justifica la introduccién de la
notacién de doble barra debida a Cantor
para el niimero cardinal de un conjunto.

»Definicién 2. 4 = x si y solamente si
x es un numero cardinal y x = A.
Un teorema obvio es:
+Teorema 9. 4 = B si y solamente si
A=B8
Sobre la base del teorema 9, podemos consi-
derar ¢l axioma especial para cardinales co-
mo redundante, una vez adoptado el axioma
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de escogencia. Es decir, este axioma especial
es deducible de nuestros otros axiomas junto
con ¢l axioma de escogencia.

EJERCICIOS

1. ;Cuantas funciones distintas de escogencia hay
(a) para un conjunto de tres elementos?
(b) para un conjunto de n elementos?
2. ;Cual es ta funcidn de escogencia obvia para el
conjunto de los ¢nteros negativos?
Demostrar ¢l teorema 1.
Demostrar el teorema 2.
Completar la demostracion del teorema 5.
Demostrar el teorema 6.
Demostrar ¢l teorema 7.
Usar el axioma de escogencia para demostrar que,
si A es una familia enumerable de conjuntos finitos, dis-
juntos dos a dos, entonces U A es enumerable.
9. Demostrar el teorema 8.
10. Demostrar el teorema 9.
11. Demostrar que,si f es una funcién,entonces f<5)f

ooqo«u-;:.u

§ 8.2 Equivalentes del axioma de escogencia.

En su documento clasico de 1904 Zermelo
se propuso demostrar que el axioma de esco-
gencia implica que todo conjunto puede ser
bien ordenado. En ese documento ¢l usé la
siguiente formulacion:

AC,: Si A es un conjunto de conjuntos
no vacios y disjuntos dos a dos, entonces
existe un conjunto C cuya interseccion
con cualquier elemento B de A tiene exac-
tamente un elemento, esto es, C N B es un
conjunto unitario.

Nuestro objetivo en esta seccion es formu-
lar cierto nimero de principios equivalentes
a AC,; muchas de las demostraciones se de-
jardn como ejercicios. Comenzamos con:

Teorema 10. AC, es equivalente a AC,.

Otra formulacién comun es:
AC,: Dada cualquier relacion R, existe
una funcién fC R tal que

dominio de R = dominio de f.

Teorema 11. AC, es equivalente a AC,.

Nuestro programa es ahora establecer las
siguientes equivalencias:
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Axioma de escogencia <> teorema de
numeraciéon
<> teorema de buena
ordenacion
<> lema de Zorn
< ley de tricotomia.

Como era de esperarse, ninguno de los teore-
mas que establecen esas equivalencias de-
pende del axioma de escogencia y en conse-
cuencia, ninguno lleva estrella. En la seccidon
anterior (teorema 5) hemos demostrado:

Axioma de escogencia —
teorema de numeracion.

Mas adelante el enfoque obvio para demos-
trar los teoremas 6 y 7 da:

Teorema 12. E! teorema de numeracicn
implica el teorema de buena ordenacion
y la ley de tricotomia.

Nuestro paso siguiente es demostrar que el
teorema de buena ordenacion implica el lema
de Zorn. Se necesitan algunas definiciones
preliminares:

Definicién 3.

() A es una cadena si y selamente si
A es un conjunto de conjuntos y,
para dos conjuntos cualesquiera B y
CenA, BCCo CCB,

(ii) A es una cadena en B si y sola -
mente si A es una cadena y A C B,
(iii) A es una cadena maximal en B si

y solamente si A es una cadena en
B y no existe cadena C en B tal que
ACC

La idea intuitiva es la de que una cadena es
un conjunto simplemente ordenado por la in-
clusion.* Como cadenas maximales considé-
rese el conjunto ®w de subconjuntos de en-
teros.

* Lo que aqui s¢ llama una cadena se llama nido en
Kelley [1955].
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Entonces, la fanlu'lia de conjuntos

0

{1}
{1, 2y

(1,2,....,)m)

w

es un egjemplo de una cadena maximal en Gw.

Necesitamos también recalcar (definicién
4 del capitulo 4) la nocién de un elemento
maximo de un conjunto A. Por ¢jemplo, si

A = {1, {1,2}, (3},
entonces {1,2} y {3) son elementos maximos

de A. Si consideramos

A =08,
entonces B es el tnico elemento maximo de
A. 8i tomamos

A =(Pw) ~{w),

entonces A tiene una infinidad de elementos
maximos, a saber los conjuntos

w~ {1}

w~{2}

La definicion de elemento maximo es tal que
requiere que el elemento sea un conjunto.
Ahora formulamos

Lema de Zorn Z,: Si 4 =~ 0y si la su-
ma de cada cadena no vacia que sea un
subconjunto de A estd en A, entonces A
tiene un elemento mdximo.

Formulado simbdlicamente, Z, es:

A#0& (WBYBCS A & Bes una cadena
no vacia — UB € A) — A tiene un elemento
mdximo.

Este principio maximal se bautiza después
de Zorn [1935], pero la historia de él y de al-
gunos principios maximales que le estan k-
gados, es muy confusa. Ciertamente Zotn



154 EL AXIOMA DE ESCOGENCIA

fue precedido esenciaimente por F. Haus-
dorff, C. Kuratowski y R. L. Moore, por lo
rienos. Mas adelante se dan algunas varian-
tes en la formulacion del lema de Zorn, par-
ticularmente el principio maximal de Haus-
dorff, el cual data de 1914,

Para continuar nuestras implicaciones que-
remos demostrar:

Teorema 13. £l teorema de buena orde-
nacion implica el lema de Zorn Z,.

Demostracién. La idea intuitiva de la de-
mostracion consiste en usar la buena ordena-
cién R postulada para construir, para cual-
quier familia no vacia 4 de conjuntos, una
cadena maximal: el R- primer elemento de 4
estd en la cadena y del mismo modo cual-
quier elemento subsiguiente que inciuya o
esté incluido en todo elemento R-precedente
de la cadena. La suma de esta cadena maxi-
mal es un elementc miximo, como se re-
queria.

Sea 4 un conjunto que satisface las hipo-
tesis de Z,, y sea R una buena ordenaci6n de
A como se postulé. Podemos también hacer
la hipotesis simplificante, no esencial, de que
A tenga como elementos solamente con-
Jjuntos.

El primer paso para “construir” una cade-
na maximal es definir un término v que pue-
de usarse para definir una funcién, por recu-
rrencia transfinita, que recoja los elementos
de esta cadena maximal.

Definimos:

I, si paratodo B en Dk tal que
B) = 1, tenemos
BESDoDCB,
donde D es el R-primer elemen-
tode A ~ Dh;
0, en cualquier otro caso.

T(h) =

El segundo paso es aplicar recurrencia
transfinita a 7 y a R. Sobre la base de la sex-
ta formulacién de la recurrencia transfinita
(teorema 71 de § 7.4) sabemos que existe
una funcién tnica ftal que

caP, 8

(i) fes una funcion sobre 4,
(i) para todo conjunto B € A,

f(B) = 7(f] $(4,R,B)).

El tercer paso es definir 1a cadena apro-

piada. Sea
C={(B:BcA&f(B) =1}
Para verificar que C es una cadena necesita-
mos demostrar que, para dos elementos
cualesquiera B, y B, de C,
B, CB,0 B, CB,.

Para precisar supengamos que B, R-precede
a B, en la buena ordenacién de A. Puesto
que B, € C,

Q) f(By) =1,
también por la hipotesis
J(B) =1,

pero, entonces,
7(f| 8 (4, R, B)) =1,
y B, es el R-primer clemento de
4 ~ 2 (f] $(4.RB,))
por tanto, ya que B, € §(4, R, B.) por la de-
finicion de 7 y (1),
B,€B,0B,CB,

El cuarto paso es mostrar que U Cesun
elemento maximo de 4. Por la hipotesis del
lema de Zorn, UC €4 ya que C es una ca-
dena que es un subconjunto de 4. Suponga-
mos que U C no es un elemento maximo y
sea

G ={(D: DEA &UCCD}.
Sea D» el R-primer elemento de G. Ahora,
para cualquier B € C,
Bg UC

de donde BC D+,

pero entonces, AFISARD) = 1;

esto €s, D) =1

Y D» e C,
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lo que es absurdo. Asi que nuestra suposi-
cién es faisa y U C es un elemento maximo
como se requeria. Q. E. D.

Ahora completamos un ciclo de implica-
ciones demostrando:

Teorema 14. El lema de Zorn Z, implica
el axioma de escogencia AC,.

Demostracién. Puesto que el tipo de razo-
namiento que se usa en esta demostracion es
bastante parecido al anterior se omiten algu-
nos detalles.

Sea A cualquier conjunto no vacio y sea

G =1 g: (3 B)(g es una funci6n sobre

B& BC €A .~ {0} & para todo con-

junto no vacio 4, en B, g(4,) € 4,)).
G es, desde luego, la clase de funciones de
escogencia definidas sobre algin conjunto
de subconjuntos no vacios de 4. Usamos el
lema de Zorn para mostrar que G debe te-
ner, como elemento, por lo menos una fun-
ci6én definida para todos los subconjuntos no
vacios de A.

Sea C una cadena gue es un subconjunto
de G. Entonces claramente U C € G, de don-
de el lema de Zorn es aplicable a G. Sea f
un elemento méximo de . Afirmo que

Dominio de f = ®A ~ {0}.

Supongamos que no. Entonces existe un sub-
conjunto no vacio B, de 4 tal que

B, € of.
Sea z, alglin elemento de B,; definamos
fi = fUK Bi.zd)
Obviamente,

FCh

L €G

de donde f ne es un elemento maximo de G
lo que es absurdo. Nuestra suposicién es fal-
say fes una funcién de escogencia para 4.

Q.E.D.
Hemos establecido las equivalencias:
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Axioma de escogencia
AC, eteorema de numeracion
<« teorema de buena ordenacion
< lema de Zorn Z,.

Enseguida queremos demostrar que la ley de
tricotomia implica uno de los cnatro enun-
ciados que acabamos de enumerar. (El teore-
ma 12 junto con las equivalencias anteriores
establece que una de las cnatro implica la ley
de tricotomia.) Para este fin demostramos,
usando algunos resultados de § 7.3,

Teorema 15. La ley de tricotomia implica
el teorema de numeracién.

Demostracién. Sea 4 cualquier conjunto.
Queremos demostrar que 4 tiene la misma
potencia que algiin ordinal, usando la ley de
tricotomia. Usando la funcién de Hartog 3¢
introducida en § 7.3, tenemos, en virtud del
teorema 57 de § 7.3,

no 3e{4) < 4,
asi que por la ley de tricotomia,
N A < 3(A).
A partir de (1) se sigue inmediatamente que
existe un subconjunto L de 3¢(A4) tal que
2 A =1L.
Ademads, ya que 3c(A4) es un ordinal (teore-
ma 36 de § 7.3}, L es bien ordenado y en-
tonces, por el teorema de representacion pa-
1a conjuntos bien ordenados (teorema 81 de
§ 7.4), existe un ordinal « tal que
3 L =a
A partir de (2), (3) y la transitividad de la
equipotencia se sigue la conclusién deseada.
Q.E.D.
Podemos usar ahora la nocién de cadena
maximal para formular el principio maximal
de Hausdorff [1914, pp. 140-41].

Principio maximal de Hausdorff: H,. Si
A es una familia de conjuntos, entonces
toda cadena en A es un subconjunto de
alguna cadena maximal en A.
Una formulacién algo simple pero equiva-
lente es:
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H.: Toda familia de conjuntos tiene por
lo menos una cadena maximal.

Enunciamos sin demostracion:
Teorema 16. H, es equivalente a Z,.
Teorema 17. H. es equivalente a H,.

Facilmente se dan formulaciones semejantes
a Z,, H,, y H, para una relacion arbitraria
en lugar de la inclusion.

Definicion 4.

(1) y es una cota R-superior de A si y
solamente si,para todo x en A,
xRy,

(i) p es un elemenio R-mdximo de A

si y solamente si;para todo x 5=y
en A, no yRx.

A es una R-cadena de B si y sola-
mente si A S B y R ordena simple-
mente a A.

(i)

Usando estas nociones, formulamos:

Lema de Zorn Z,: Si R ordena parcial-
mente a A y toda' R-cadena de A tiene
una cota R-superior en A, entonces A tie-
ne un elemento R-mdximo.

Formulamos sin demostracion:

Teorema 18. Z, es equivalente a Z.,.

Se deja como ejercicio la consideracion de
los anélogos para relaciones arbitrarias H, y
2
Finalmente formulamos un principio ma-
ximal debido independientemente a Teich-
miiller [1939] y a Tukey [1940].

Definicién 5. A es un conjunto de cardc-
ter finito si y solamente si

(i A es un conjunto no vacio de con-
juntos,

(i) todo subcenjunto finito de un ele-
mento de A es también un elemen-
to de A,

5i todo subconjunto finito de un
conjunto es un elemento de A, en-
tonces el conjunto es también un
elemento de A.

(iii)
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La idea intuitiva que esti detrds de esta for-
mulacién es la de que una propiedad es de
caricter finito si un conjunto tiene la propie-
dad cuando y solamente cuando todos sus
subconjuntos finitos tienen la propiedad. Un
ejemplo simple de tal propiedad es el signien-
te. Supongamos que R ordena parcialmente
a A. Entonces R ordena simplemente a A si
y solamente si R ordena simplemente a todo
subconjunto finito de 4. (En efecto, es sufi-
ciente considerar sélo los dos subconjuntos
elementos de 4.)

Lema de Teichmiiller-Tukey: T. Cual-
quier conjunto de cardcter finito tiene un
elemento mdximo.

Demostramos:

Teorema 19. E! lema T de Teichmiiller- .
Tukey es equivalente al lema de Zorn Z,.

Demostracion. La demostracion se da
solamente como un complemento. Primero
demostramos que Z, implica 7. Sea A4 un
conjunto de cardcter finito y sea C cualquier
cadena que es un subconjunto de 4. Para
aplicar Z, necesitamos demostrar que U C
€ A. Sea F un subconjunto finito de U C.
Entonces F es un subconjunto de la unidn
de una coleccion finita D de elementos de
C, pues cada elemento de F debe pertenecer
a algin clemento de C y hay sélo un niimero
finito de elementos en F. Ahora, puesto que
D es finito y es un subconjunto de la cadena
C, tiene un elemento mayor que todos, diga-
mos E; F debe ser un subconjunto de E,
pues de otro modo C no seria una cadena. E
€ A, por tanto, ya que 4 es un conjunto de
caracter finito, F €A, pero entonces también
U C € 4. La hipoétesis de Z, se satisface asf
por A y,en virtud de Z,, A tiene un clemento
maximo.

Ahora demostramos que 7 implica Z,. Es
mas conveniente demostrar que T implica
H., lo cual, en virtud de los teoremas 16y
17,es equivalente a Z,. Sea A una familia de
conjuntos. Definimos:

B = {C: CC A & C es una cadena},
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Como se ha observado anteriormente, es ob-
vio que B es un conjunto de carécter finito,
0 sea que B tiene un elemento maximo, diga-
mos C#, pero C« es una cadena maximal en
A, pues st no lo fuera, no seria un elemento
méaxime de B y esto demuestra H,, Q.E.D.

Los teoremas de esta seccion y de la pre-
cedente han establecido las siguientes equi-
valencias:

Axioma de escogencia AC,
«> axioma de escogencia AC,
<> axioma de escogencia AC,
<> teorema de numeracion
<> teorema de buena ordenacién
< lema de Zom Z,
<« ley de tricotomia
<> principio maximal de Hausdorff H,
<> principio maximal de Hausdorff H,
« lema de Zorn Z,
<> lema 7 de Teichmiiller-Tukey.

Un problema clasico abierto de la teoria
de conjuntos es la independencia del axioma
de escogencia (o sus equivalentes) con res-
pecto a los deméas axiomas de la teoria de
conjuntos de Zermelo. La posibilidad de que
sea independiente es bastante grande. El ori-
gen del interés filosofico en este problema es
el cardcter no constructivo del axioma de es-
cogencia. La adopcidon o rechazo de este
axioma ha provocado quizds mas controver-
sia entre los matematicos de este siglo que
cualquier otra cosa de los fundamentos de la
matematica. Los matemadticos de inclinacio-
nes constructivas objetan la postulacién de
la existencia de una funcioén de escogencia,
cuando no se da ninguna indicacion sobre
coémo se construye esta funcion. (Para una
discusién interesante sobre este punto véanse
Supplementary Notes to Borel [1950] y tam-
bién Sierpinski [1928, capitulo 6].)

La afirmacion de que el uso del axioma de
escogencia pueda llevar a una contradiccién
es definitivamente falsa en el siguiente senti-
do. Ha sido demostrado por Godel ([1938),
[1940]) que el axioma de escogencia es rela-
tivamente consistente, esto es, si los otros
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axiomas de la teoria de con]untos son con-
sistentes, la adicién de este axioma no lleva
a contradiccion.

Por otra parte, la aplicacion del axioma de
escogencia puede llevar a algunos resultados
paraddjicos. Quizis el ejemplo mas celebra-
do es la paradoja de Banach-Tarski [1924]
segin la cual, usando este axioma, una esfe-
ra de radio dado puede descomponerse en
un nimero finito de partes las cuales se co-
locan de nuevo de tal manera que se forman
dos esferas con el mismo radio dado para
la original. Mis generalmente, Banach y
Tarski demostraron que, en un espacio eu-
clideo de dimension tres o mas, dos conjun-
tos acotados arbitrarios con puntos interiores
son equivalentes por descomposicion finita,
esto es, los dos conjuntos son susceptibles
de descomposicién en el mismo nimero fini-
to de partes disjuntas con una corresponden-
cia 1-1 de congruencia entre sus respectivas
partes.

EJERCICIOS

. Demostrar el teorema 10.
. Demostrar el teorema 11.
. Demostrar el teorema 12,

4. Considérese ¢l conjunto potencia Pw del conjunto
de todos los enteros. Dar un ejemplo diferente,del que se
da en el texto, de una cadena maximal en Pew.

5. Demostrar el teorema 16.

6. Demostrar el teorema 17.

7. Demostrar el teorema 18

8. Formular un principio maximal de Hausdorff que
esté con respecto a H, como Z, estd con respecio a Z,.
Demostrar su equivalencia con H,.

9. ;Somn las propiedades definidas en las definiciones
10 a 17 de § 3.2 propiedades de caracter finito? (El mé-
todo para reformularlas en términos de conjuntos es
obvio .)

10. Dar un ejemplo de una propiedad de una relacion
con respecto a un conjunto que no es de caracter finito.

[N

§ 8.3 Axiomas que implican el axioma de
escogencia. Sin dar detalles exactos conclui-
mos este capitulo con una breve discusion de
dos axiomas que, junto con los axicmas de
Zermelo-Fraenkel enumerados en § 7.5, im-
plican el axioma de escogencia, pero no ne-
cesariamente se cumple el reciproco.
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Al final del capitulo 6 mencionamos la hi-
potesis generalizada del continuo, la cual
afirma que para cualquier conjunto infinito
A no existe conjunto alguno B tal que 4 <
B < 2" Lindenbaum y Tarski [1926] enun-
ciaron sin demostracién que esta hipotesis
implica el axioma de escogencia; una demos-
tracion de este hecho ha sido publicada por
Sierpinski [1947).

Un axioma muy fuerte que implica el axio-
ma de escogencia asi como ciertos otros
axiomas, eomo ¢l del conjunto potencia, es
el axioma de Tarski para conjuntos inaccesi-
bles ([1938], [1939]). Antes de enunciar el
axioma ser4 (til considerar el problema que
dio lugar al axioma, a saber, el problema de
la existencia de nimeros cardinales inaccesi-
bles o nimeros ordinales. Podemos caracte-
rizar los numeros cardinales inaccesibles se-
gun los siguientes lineamientos. Para cada
conjunto A4 de cardinales podemos-demos-
trar, sobre la base de los resultados del ca-
pitulo 7, que existe un cardinal menor que
todos que sigue a todds los elementos de A.
Este cardinal lo denotamos por sup A. Asi,
Wo =sup{1,2,3,...,n,. ..}, ¥y ¥, =sup
{N}. Un cardinal m que no es 0 se dice
que es inaccesible si (i) para todo conjunto
A de cardinales,tal que A << m y n < m,
para nen A4,tenemos:

sup A < m

y (i) si n < my p<m.entonces n’ < m.

carp. 8§

Obviamente ¥ es inaccesible en el sentido de
esta definicién. La pregunta fundamental es:
(Puede establecerse la existencia de algunos
otros nimeros cardinales inaccesibles, sobre
la base de los axiomas de Zermelo-Fraenkel,
incluyendo el axioma de escogencia? She-
pherdson, en efecto, ha demostrado [1952]
que el postulado de que no hay otros car-
dinales inaccesibles es consistente con los
axiomas de la teoria de conjuntos de von Neu-
mann-Bernays-Godel y, con poca modifica-
cion, su demostracion vale para la teoria de
conjuntos de Zermelo-Fraenkel.

Fue para el proposito de establecer la exis-
tencia de nameros cardinales inaccesibles,
para lo que Tarski introdujo su axioma para
conjuntos inaccesibles: *

Fara todo conjunto N existe un conjunto

M con las siguientes propiedades:

@) N es equipotente con un subconjun-
to de M;

(i) (A: ACM & A4 < M} es equipo-
tente con M;

(iii) no existe subconjunto alguno P ral
que el conjunto de todos los sub-
conjuntos de P sea equipotente con
M.

Tarski ha demostrado que el niimero cardi-
nal de un conjunto M es infinito e inaccesi-
ble si y solamente si M satisface las condi-
ciones (ii) y (iii) del axioma.

* La versidn dada aqui es la de Tarski {1939] la cual
constituye una version mejorada de la de Tarski [1938].
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GLOSARIO DE SIMBOLOS

SIMBOLO NOMBRE DEL SIMBOLO PAGINA
- Negacion 3
& Conjunci6én 3
\% Disyunciéon 3
— Implicacion 3
“ Equivalencia 3
(Vv) Cuantificador universal 3
Av Cuantificador existencial 3
(Elv) Cuantificador de unicidad 3
= Identidad 3,11
< Pertenencia a un conjunto 4,11
0 Conjunto vacio 11
& No pertenencia a un conjunto 16
< Inclusién entre conjuntos 17
C Inclusi6én propia 17
ANB Interseccion s 18
AuB Unién 19
A~B Diferencia 20
{z,y) Pareja ordenada 22
{z: p(z)} Definicion por abstraccion 23
UAd Unidn 0 suma de 4 25,29
na Interseccion de A 27,29
@A Conjunto potencia de 4 31
AXB Producto cartesiano 32
DA Dominio de 4 38
R4 Recorrido de 4 39
FA Campo de 4 39
A Conversa de 4 39
A/B Producto relative de A y B 40
R|A R restringida a A 41
R*A Imagen de A bajo R 42
sA Relacién de identidad en A 44
5(4, R, x) R-segmento de 4 generado por x 49
Rz R-clase de equivalencia de x 51
II(R) Particién de A generada por R 53
R{II) Relacién generada por una

particién 54
fog Composicion de funciones 55
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GLOSARIO DE SIMBOLOS

NOMBRE DEL SIMBOLO

Conjunto de todas las
funciones de B hacia 4
Equipotencia
Igual 0 menos potente
Menos petente que
Ntmero cardinal del
conjunto A4
Numero cardinal del
conjunto A
Sucesor del cardinal
Conjunto de todos los
precedentes del cardinal
Menor que, restringido a A
Relacién de pertenencia sobre A4
Sucesor del conjunto 4
Conjunto de todos los
ordinales finitos
Funcién sucesor, restringida a 4
Alef sub-cero
Valor absoluto de x
Numero cardinal del continuo
-sucesion de ordinales

75
78
82
84

88
8%
98
108
121
136
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Antinomia, 6; véase también paradoja para la teorfa de conjuntos, 34
Aritmética ordinal, 129; véase también nime- para los nimeros naturales, 76

ros ordinales resumen de, 36
Axioma resumen revisado de, 148

de abstraccion, 4

de apareamiento, 22, 148 Buena ordenacion, 47, 144

de escogencia, 4, 62, 63, 70, 74, 79, 95, 108, de nimeros racionales, 109
114, 150 de ordinales, 83
de extensionalidad, 4, 16 de todo conjunto, 152
de Fundierung, 35 del conjunto de cardinales finitos, 79
de infinitud, 87 relacion de, 47
de regularidad, 34 teorema de representacion, 146
de separacion, 5, 12, 16, 70, 148 teorema fundamental, 146
de suma, 25 y funcién de escogencia, 151
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definicién ordinaria, 93
funcién de escogencia para, 150
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primitiva, 12, 70
Fraccionario, 101
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composicién de, 55

creciente, 144

de A en B, 56

de A4 sobre B, 56

de escogencia, 150

inversa, 56

que aplica 4 en B, 56

restriccion del dominio de, 55
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Funcién creciente, 144
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Fundamentos de matematica, 1, 9
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de la interseccion, 19
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